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Resumen

En este trabajo de investigacién se presenta un modelo de inmunizacién de flujos fi-
nancieros, activos y/o pasivos, de tesorerias de corporativos, inversionistas institucionales
y fondos de pensiones contra el riesgo de tasa de interés mediante el uso de contratos a
futuro sobre bonos cupén cero, especificamente contratos a futuro sobre titulos de deuda
publica del gobierno mexicano, certificados de la tesoreria (CETES), que se encuentran
listados en el MexDer, Mercado Mexicano de Derivados, S. A. de C. V. Las estrategias de
cobertura que se derivan del modelo propuesto conducen a una reduccién significativa del
riesgo de mercado. Varias metodologias de valuaciéon de bonos basadas en la dinamica de
la tasa corta o la tasa forward instantdnea se discuten y extienden. Asimismo, se revisan
diversas técnicas de calibracién de curvas de ceros. En particular, se estima la curva de
rendimiento de CETES a través de una extensién de la metodologia de Heath, Jarrow y
Morton (1992). Los conceptos de duracién y convexidad desempefian un papel importante
en el desarrollo de nuestra propuesta en cuanto a la medicién y el control del riesgo de
tasa de interés. Especificamente, se controla el riesgo de desplazamientos paralelos y mo-
derados de la curva de rendimiento y no existe control sobre otros riesgos. La robustez
de las estrategias obtenidas se evalia con la metodologia de valor en riesgo. A manera
de ilustracion, el modelo desarrollado es aplicado en la cobertura de un conjunto de flujos
financieros.

Clasificaciéon JEL: G11, G13
Palabras clave: Inmunizacion de portafolios, contratos a futuro, riesgo de tasa de interés, valor en riesgo

Abstract

In this paper we present a model to immunize a future stream of assets and/or liabilities of
corporate treasurer’s offices, institutional investors, and pension funds against interest-rate
risk by means of interest-rate futures contracts, specifically futures contracts on Mexican
government bonds, treasury certificates (CETES), which are listed in the Mexican futures
exchange, MexDer. Several bond pricing methodologies, based on the dynamics of either
the short rate or the instantaneous forward rate are discussed and extended. Moreover,
various yield curve calibration techniques are reviewed. In particular, we estimate the
yield curve associated to CETES by extending the Heath, Jarrow, and Morton’s model
(1992). the Hedging strategies derived from the model reduce significantly the market risk.
Concepts of duration and convexity play an important role in our proposal in measuring
and controlling interest-rate risk. Specifically, the risk of small or moderate parallel shifts
in the zero-cupon yield curve is controlled; however, there is no control on other risks. The
robustness of the derived strategies is assessed in terms of the methodology of value at
risk. As an illustration of the proposal, an application is addressed .

JEL Classification: G11, G13
Keywords: Portfolio Immunization, interest-rate futures contracts, interest-rate risk, value at risk
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1. Introduccion

El tamano considerable que han alcanzado los mercados de futuros financieros, se debe
en gran medida a la flexibilidad que estos instrumentos proporcionan a sus usuarios para
entrar o salir rdpidamente del mercado debido a la liquidez que generan (i.e., siempre es
posible encontrar compradores y vendedores) y al apalancamiento que presentan (i.e., la
inversion inicial es pequenia comparada con la de otros instrumentos). Ademads, dado que
las operaciones se llevan a cabo en un mercado altamente organizado en el que se operan
contratos futuros estandarizados, el riesgo contraparte es minimo, o casi nulo, debido a
la asociacion del mercado con una camara de compensacion y liquidacién, la cual actua
como contraparte de todas las partes bajo la administracién de un esquema de margenes
y fondos propios, situacion que garantiza el cumplimiento de las obligaciones adquiridas
por todas las posiciones, cortas y largas.

El riesgo por fluctuaciones adversas en la tasa de interés se refleja en la posibilidad de
que los flujos que se tienen planeados no se presenten ni en la magnitud ni en los tiempos
que se esperan. Este riesgo puede reducirse, y en ocasiones eliminarse, si se cubre ade-
cuadamente el valor presente de los flujos esperados tomando posiciones en contratos a
futuro sobre bonos cupén cero. Los contratos a futuro, y en particular los que se refieren a
titulos de deuda publica, son herramientas ttiles que permiten a las tesorerias de corpora-
tivos, inversionistas institucionales y fondos de pensiones administrar el riesgo de mercado
con costos bajos de transaccién.

En la actualidad, se cuenta con un mercado reconocido por las autoridades financieras,
fiscales y monetarias en el que se negocian y cotizan contratos futuros estandarizados, el
MexDer, Mercado Mexicano de Derivados, S. A. de C. V. Este mercado especializado
ha contribuido, en cierta medida, a generar un ambiente de estabilidad en la economia
mexicana, pues cuando los futuros listados sobre bonos se utilizan adecuadamente, éstos
protegen a los agentes econémicos contra fluctuaciones adversas en el mercado, lo que
modifica en forma positiva las expectativas econémicas en el mediano y largo plazo. En
conclusién, los contratos a futuro sobre bonos cupén cero son instrumentos que permiten
a los agentes financieros cubrir sus posiciones pasivas y/o activas, en respuesta a sus
expectativas econdmicas, reduciendo el riesgo y la incertidumbre.

La inmunizacién de un conjunto de flujos esperados consiste en determinar un portafo-
lio de contratos a futuro sobre bonos cupdn cero que genere los flujos de efectivo que se
requieren para compensar las posibles pérdidas en el valor presente de dichos flujos. En
este trabajo, las estrategias de inmunizacion se determinan con base en la sensibilidad a
la fecha de inicio de la cobertura, asi como de la duracién y convexidad del valor presente
de los flujos y de un conjunto de contratos a futuro sobre bonos cupon cero. Para evaluar
la robustez de las estrategias obtenidas en términos globales, es decir, en términos del
comportamiento histérico de la tasa de interés, se genera la distribucion conjunta del valor
presente de los flujos financieros y de los flujos propios que producen los contratos a futuro
sobre bonos cupén cero. Se comparan las varianzas de las distribuciones empiricas de los
flujos financieros con y sin cobertura, y se estiman, en ambos casos, pérdidas potenciales
en términos del valor en riesgo en un periodo de tiempo dado.

La literatura disponible sobre inmunizacion y cobertura es extensa. Vale la pena
destacar los trabajos de: Gonzélez-Arechiga et al. (2000a,b) y (2001); Kolb (1998);
Venegas-Martinez (2000), (2001a,b,c), (2002), (2003a,b,c); Venegas-Martinez y Carrillo
(2002); Venegas-Martinez y Diaz-Tinoco (2001) y (2002); Venegas-Martinez y Gonzalez-
Aréchiga (2000) y (2002); Zenios (1996); Fabozzi (1994); Chance (1990); Cox et al. (1979);
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Platt (1986); Schaefer (1986); Chua (1984); Ingersoll et al. (1978); Bierwarg et al. (1978);
Bierwarg et al. (1983a,b); Fabozzi y Pollack (1987); y Granito (1984). La literatura sobre
valor en riesgo es también abundante, asi que s6lo mencionamos algunos trabajos: Jorion
(1999); Beckstrom y Campbell (1995); y Kupiec (1995).

En esta investigacion se discuten y extienden varias metodologias de valuacién de
contratos a futuro sobre bonos cupén cero basadas en la dindmica de la tasa corta o la
tasa forward instantanea. Asimismo, en este trabajo de investigacién se desarrolla un
procedimiento para inmunizar el valor presente de un conjunto de flujos financieros con
contratos a futuro sobre bonos cupdén cero. Los conceptos de duracién y convexidad,
ttiles en la medicion y el control del riesgo por desplazamientos paralelos y moderados en
la curva de rendimiento, desempenan un papel primordial en la metodologia propuesta.
Con el propédsito de generar curvas de rendimiento de CETES, se extiende el modelo
de Heath, Jarrow y Morton (1992), al cual nos referiremos, en forma breve, como HJM.
Posteriormente, se obtienen las distribuciones empiricas de un conjunto de flujos financieros
con y sin inmunizacion, y se comparan los efectos en la varianza y en el valor en riesgo a
niveles predeterminados de probabilidad.

Este trabajo estd organizado como sigue. En la secciéon 2, se presenta la ecuacion
diferencial parcial del comportamineto del precio de un contrato a futuro sobre un bono
cup6n cero. En la seccion 3, se discute y extiende el modelo de Merton sobre tasa corta.
En el trancurso de seccion 4, se presenta y extiende el modelo de tasa corta de Vasicek bajo
el enfoque de ecuaciones diferenciales parciales. En la seccion 5, se discute y extiende el
modelo de tasa corta de Vasicek bajo el enfoque probabilista. En la seccién 6, se presenta
y extiende el modelo de tasa corta de Cox, Ingersoll y Ross. En la seccion 7, se discute y
extiende el Modelo de Ho y Lee titil en la calibracién de la curva de rendimiento con precios
actuales. En la seccién 8, se desarrolla y extiende el modelo de Hull y White para calibrar
la curva de rendimiento con una curva de rendimiento inicial. En la seccién 9, se discute
y extiende el modelo Longstaff, también conocido como el modelo de doble raiz. En la
seccion 10, se discute y extiende el modelo Brennan y Schwartz de dos factores “consol”.
A través de la seccién 11, se desarrolla y extiende el modelo de Black, Derman y Toy. En
la secciéon 12, se aplica el teorema de Girsanov en valuacién de bonos cupén cero. En la
secciéon 13, se presenta y extiende el modelo de Heath, Jarrow y Morton. En la secciéon
14, se introduce la ecuacion de compensacion de un portafolio combinado de futuros y
flujos. A través de la seccién 15, se presenta un método local de inmunizacién de flujos
financieros que no sélo utiliza duracién y convexidad, sino también sensibilidad al tiempo.
En el transcurso de la seccion 16, se lleva a cabo la mediciéon del valor en riesgo del valor
presente de los flujos financieros con y sin cobertura. En la seccién 17, se ilustra, con un
ejemplo sencillo, el método propuesto en la inmunizacion del valor presente de un conjunto
de flujos financieros. Por 1ltimo, en la secciéon 18, se resumen los principales resultados de
la investigacién, se destacan las limitaciones y ventajas del método propuesto y, finalmente,
se mencionan algunas lineas de investigacién futura.



2. Ecuaciéon diferencial parcial del comportamiento del precio de
un contrato a futuro sobre un bono cupén cero

En esta seccion se presenta una metodologia para valuar un contrato a futuro sobre un bono
cupén cero en términos de la evolucion de la tasa de interés instantdnea, también llamada
tasa de interés “spot”, tasa corta de interés o simplemente tasa corta!. Especificamente,
el precio de un bono cupén cero que se emite en t y que paga una unidad monetaria en el
vencimiento, al tiempo T, esta dado por

T
B = B(r,t,T)=E [exp{—/ rsds} ‘ ft] ,
t

donde r; es la tasa corta y F; es la informacién disponible al tiempo ¢. El precio de un
contrato a futuro, U = U (0, K, B(r¢,t,T),t,T), que se pacta en el tiempo 0 y que en el
vencimiento, al tiempo ¢, entrega un bono que paga una unidad monetaria en T > ¢, a
cambio de una cantidad preestablecida K, estd dado por

U(0,K,B(r¢,t,T),t,T) =exp{R(0,T)T} — K exp{R(0,t)t}
T t
:Nexp{—/o rsds}—KeXp{—/o rsds}

t
U(0,K,B(r:,t,T),t,T) = (fe,r — K)exp{—/ rsds},
0

T
ft,r = N exp {—/ rsds}.
t

Observe ahora que se puede escribir, en forma breve, el precio del contrato futuro como

donde

V(re,t,T)=U(0,K,B(rs,t,T),t,T),

es decir, el precio de un contrato a futuro sobre un bono cupén cero es también funcion de
la tasa instantanea r¢, dicho en otras palabras, un contrato futuro sobre un bono cupén
cero puede verse también como un producto derivado de la tasa corta, r;. Claramente, en
el momento en que pacta el contrato, en ausencia de costos de transaccién, V (r,0,7) = 0.
Por otro lado, el precio de un bono cupdén cero que se emite en ¢ y que paga una unidad
monetaria en 7" también se puede escribir como:

ft ] ;

1 T
R(rs, t,T) = T exp —/ reds
- t

Otra posibilidad consiste en valuar contratos a futuro sobre bonos cupén cero con base en la dindmica

B = B(T’t, t, T) — E leR(th)(T—t)

donde

de la tasa forward instantdnea f(¢,T).



es la curva de rendimiento, también llamada estructura de plazos, se sigue entonces que
Vir,,t,T) = UB(R(t,T),¢,T),t,T).

Es decir, cuando se considera en el contrato a futuro del bono su rendimiento en el plazo
[t,T], R(r¢,t,T), dicho rendimiento sigue siendo funcién de r;.

2.1 Modelos estocasticos de tasa de interés corta

Es importante reconocer que el objetivo que persiguen, en general, los modelos de tasas
de interés corta no es elaborar prondsticos precisos de su nivel, sino explicar en términos
estadisticos el comportamiento del mercado. Asi pues, estos modelos intentan describir
esencialmente propiedades estadisticas del mercado, por ejemplo, tendencia, reversion,
sesgo, curtosis, colas pesadas, intervalos de confianza, probabilidades de ocurrencia, pre-
cios promedio, etcétera. Sin que se demerite el gran avance tedrico y practico que se ha
alcanzado en la disciplina.

Dado que no existe vencimiento instantdneo en el mercado de titulos de deuda, es
importante contar con una definicién préctica (operativa) de tasa corta. Se define la tasa
corta como la tasa de interés de plazo mas corto disponible en el mercado de bonos cupén
cero. El supuesto de que la tasa corta se mantiene constante, o bien que su dinamica esta
determinada por una funciéon conocida en el tiempo, dificilmente podria ser aceptado en
la practica. En general, se observa que la tasa de interés corta tiene un comportamiento
impredecible. La tasa de interés corta que prevalece hoy en el mercado no tiene por qué
ser la misma de manana o de la semana entrante, su nivel dependerd de la oferta y la
demanda por titulos de deuda al plazo mas corto disponible en el mercado. Seguramente,
las tesorerias de corporativos, los inversionistas institucionales y los fondos de pensiones
podrian dar mejor cuenta del comportamiento impredecible de la tasa corta.

En vista de que no es posible predecir el comportamiento de la tasa corta, podria
ser razonable modelarla a través de un proceso estocastico. Al respecto, el movimiento
Browniano no soélo describe las fluctuaciones propias del mercado en muchos casos, sino
también proporciona un conjunto de herramientas de analisis. Existen en la literatura un
ntmero importante de modelos de tasa corta ligados al movimiento Browniano.

Sea {W¢}+>0 un movimiento Browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad
(Q,F,IP) y sea IF = {F;}+>0 su filtraciéon aumentada, la cual representa la informacién
del mercado disponible hasta el tiempo t. Se supone que la dindmica estocastica de la tasa
corta, r¢, es conducida por una ecuacion de la forma:

dry = p(re, t)dt 4+ o (re, t)dWy, (2.1)
donde p(r¢,t) y o(re, t) son procesos adaptados a la filtracion {F:}i>9. Como puede ob-
servarse, el proceso {W;};>o representa la tinica fuente de incertidumbre. En las secciones
subsiguientes, se estudiaran varias formas funcionales de p(r¢, t) y o(r¢, t) que determinan

dinamicas especificas de la tasa corta. Es importante prevenir al lector de la notacién
simplificada que se utilizé en (2.1), la expresién correcta de (2.2) es

t t
re =10+ / p(ry, w)du + / o (7, u)dW,. (2.2)
0 0
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De hecho, la ecuacién (2.1) es un abuso de notacién, ya que el objeto de estudio del célculo
estocastico es la integral estocastica. Sin embargo, la mayor parte del desarrollo de la teoria
financiera moderna utiliza como notacion simplificada una ecuacion diferencial estocéstica,
teniendo, por supuesto, siempre en mente una integral estocastica.

Con el propédsito de asegurar que (2.2) tenga una solucién unica, r;, adaptada a la
filtracién IF, se requiere que u(r¢, t) y o(re, t) satisfagan la condicién global de Lipschitz

lu(z,t) — p(y,t)| < Klz —y| paratodate [0,00)y z,y € IR,
junto con la condicién de crecimiento
p(z,t) + o2(z,t) < K(1+2?) paratodate [0,00)yz € IR,

Asimismo, a fin de que la media y varianza del proceso (2.2) estén bien definidas, se
requiere que se satisfagan las siguientes condiciones de integrabilidad, casi dondequiera
con respecto de P,

/ lp(re, t)|dt < ooy / o2 (re, t)dt < oo.
0 0

Bajo las condiciones anteriores existe un inico proceso r+, adaptado a la filtracion IF, con
media y varianza, condicionales en la informacion Fy, finitas dadas, respectivamente, por

t e’}
E[re | Fo] :?“0+/ (o, w)du g/ (e, t)]dt < oo
0 0
t
Var [ry | Fol =/ az(ru,u)du.
0

2.2 Inmunizacién de un portafolio de contratos a futuro sobre bonos
cupon cero

En lo que sigue se denotard el precio de un contrato a futuro sobre un bono cupoén cero
mediante V (ry,t;T). La valuacién de contrato a futuro sobre un bono cupén cero es
diferente a la valuacion de un producto derivado de una accién, pues no existe un activo
subyacente con el cual se cubra el derivado, ya que, a diferencia de una accién, la tasa
corta, r¢, no tiene un precio. Una posibilidad de inmunizar un portafolio con dos contratos
a futuro, consiste en cubrir un contrato a futuro con otro contrato, pero de posicion
contraria y vencimiento diferente.

Considere un portafolio con contratos a futuro con vencimientos diferentes Ty y 7. De
acuerdo con la notacién previamente introducida, el contrato a futuro con vencimiento T4
tiene precio Vi (r¢, t;T1) y el contrato futuro con vencimiento T tiene precio Va(ry,t;T2).
El portafolio a cubrir consiste de w; unidades del contrato a futuro de precio Vi (rs, t;7T4)
y wo unidades del contrato a futuro de precio Va(ry,t;T2). Si denotamos el valor de este
portafolio en la fecha ¢ por II;, se tiene que:

II; = wi1V7 + waVs.
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El cambio en el portafolio en el instante dt¢, debido a fluctuaciones en los precios de los
contratos a futuro y no en el rebalanceo del portafolio (cambios en wy 6 ws), se calcula
mediante el Lema de It6. Asi, por ejemplo, en el caso de V7 se tiene que

ovy oWy L 9 9%V, oV,
vy = | — + — 1) + 2 1 dt + — ) AWy,
L (at T o et 307 )arf + o, o e AWy

en cuyo caso se encuentra que el cambio en el valor del portafolio satisface
dHt :wldV1 + 'LU2dV2

oVvy 82V1 oVs 82V2
=w1 (——{—%UQ(Tt,t)W) dt+w2 (E—F%O’Q(Tt,t)W dt

oV oV oV A%
+ ’wl—l + w2—2 ,u(?“t,t)dt + ’wl—l + w2—2 U(Tt,t)th.
aTt 8rt 8Tt aTt
Si se eligen w1 = 1y we = —(9V1/0r)/(0Va/drs), €l coeficiente de dW; se anula vy,

como consecuencia, se elimina la componente aleatoria correspondiente a dW, es decir, se
elimina el riesgo mercado. En este caso, se tiene que

ovy | 0% ovy JOVa\ [0Ve | ,0°Vs
di, = | — + 1 - 1 dt. 2.3
! [at 27 52 ar: | ar ) ot 727 52 (2:3)

2.3 Existencia de un sistema bancario

Se supone que existe un sistema bancario en el que los agentes pueden prestar y pedir
prestado a la tasa r; en cualquier tiempo t. Asi pues, bajo la eleccion w; =1y

wo — —<8V1/8Tt>/(8V2/aTt)

en la composicion del portafolio, éste puede resultar positivo en cuyo caso se presta II; y se
genera durante d¢ un ingreso adicional dIl; = r;II;d¢ > 0, o bien puede resultar negativo,
en cuyo caso se pide prestado II; y se genera durante d¢ una obligacion dIl; = r;11;dt < 0.

En cualquier caso,
ovy /oV:
dHt = Tthdt =Tt Vl - —1 —2 VQ dt. (24)
or ory

2.4 Condicién de equilibrio

Si se utilizan argumentos tipicos de arbitraje, se sigue que (2.3) y (2.4) tienen que ser
iguales. En efecto, suponga, por ejemplo, que II; > 0 y que esta cantidad se presta al
banco. Si esta alternativa de inversiéon generarda una ganancia mayor que la de comprar
un contrato a futuro, los agentes no podrian explotar esta ventaja indefinidamente ya que
los precios en el mercado de contratos a futuros eventualmente se ajustarian, eliminando
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oportunidades de arbitraje libres de riesgo. Después de igualar (2.3) con (2.4) y agrupar
los términos tanto en V7 en el lado izquierdo, como en V5 en el lado derecho, se obtiene
que

oVvy 0’2(7}, t) 82V1 oV o0Vs 0’2(7“15, t) 82V2 A%
’I“tvl _— = T‘tVQ —_—

ot T 2 orz ory ot T 2 orz ory

Se observa que el lado izquierdo de la ecuacion anterior es funcién de sélo de T y la del lado
derecho es funcién sélo de To. Dado que ambos lados son iguales, se concluye entonces que
los cocientes, de cada lado de la igualdad, son independientes de la fecha de vencimiento.
Por lo tanto, ambos lados son iguales a alguna funcién que no depende del vencimiento,
y que por conveniencia denotamos por —m(rs, t). Después de omitir los subindices, los
cuales son ahora innecesarios, se sigue que

ov. | 0%V ov
— + = ) —5 — Vi — = — ,t). 2.5
(G + oG — i) /5 = o) (25)
Equivalentemente,
oV | 0%V oV
E—{—EU W—{—m(rt,t)a—rt—rtV:O. (26)

La funcién m(r,t) serd llamada tendencia neutral (al riesgo de mercado) del precio del
contrato futuro. Para resolver (2.6) se requiere una forma funcional especifica de m(r¢, t),
la cual se determina en la siguiente seccion.

2.5 Ecuacion diferencial parcial del precio de un contrato a futuro
sobre un bono cupon cero, valuacion neutral al riesgo

Si se aplica el lema de It6 a V7, se tiene que

oV, oVi 4 9%V, oV,
dvi = | — t)— + 5 t)— | dt + — t)dWs.
1 (875 + pu(re, )(%t + 50°(re, )arf + (‘)rta(rt’ )dw
Equivalentemente,
dV1 == /“(rt,t)Vldt + 0'1(7"t,t)V1th,
donde )
vy ovi 1 o 0°Vy
t)= | — ) — + = ) —s- Vi. 2.7
o) = ( G+ ure0 G2+ o252t ) /o (2.7
y

2.8
8’/’15 Vl ( )

i = (1) 22

Expresiones semejantes puede derivarse para V,. Considere ahora el valor del portafolio
11
Il = 01V1 + 02V5.
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Si las cantidades #1 y A2 no se modifican ante variaciones en el mercado, entonces
dIl; = 61dVy + 02d V5.
Es decir,
dIly = (O1p1(re, ) Vi + O2pa(re, t) Vo) dt + (G101 (re, t)Vi + O202(re, t)Va) AWy (2.9)

Si se eligen

6, — ag(rt,t)
Vi(oa(re, t) — o1(re, t))
y
6y — o1(re, t)

_VQ(UQ(rtat) —o1(re,t))’

el coeficiente del factor de riesgo dW; se anula, entonces

. Ug(rt,t),ul(rt,t) — Jl(rt,t),ug(rt,t)
dIl; = ( a2 (e 1) — o1 (e, 1) ) dt. (2.10)

Si la expresién anterior se iguala con
dHt = Ht’f'tdt = (91V1 + 92‘/2) T’tdt == Ttdt,

el cual es libre de riesgo al tiempo ¢, pues el nivel de la tasa r; es conocido, se tiene que

pua(re, t) —ry _ pa(re, t) — It (2.11)

O'1(7”t, t) ag(rt, t)
Es decir, el premio al riesgo, normalizado por la volatidad, que ofrecen dos contratos a
futuro de diferentes vencimientos es igual. En consecuencia, contratos a futuro de mayor
volatilidad pagaran un mayor diferencial entre el rendimiento medio del contrato a futuro
y la tasa libre de riesgo. Dado que en la ecuacion (2.11), el lado dedecho sélo depende del
vencimiento T7 y el izquierdo del vencimiento T, se sigue el premio al riesgo es indepen-
diente de la fecha de vencimiento del contrato a futuro, el cual serd denotado por A(ry, T').
En virtud de las definiciones de p1(r¢,t) en oq(r¢,t) dadas las ecuaciones (2.7) y (2.8), se
tiene que

oV 2’V ov
Ty + 50 (Ttat)a—r? + (u(re, t) = Mre, t)o(re, t)) ry reVy = 0. (2.12)

Se observa que a partir de (2.6)
m(re, t) = p(re, t) — Are, t)o(re, t). (2.13)
Es decir, la tendencia neutral al riesgo funcion de la tendencia y volatilidad de la tasa corta,

asi como del premio al riesgo. Para encontrar la solucién de (2.12) se deben determinar una
condicion final y dos de frontera. La condicién final corresponde al pago en el vencimiento
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para un contrato a futuro V (rp, T;T). Las condiciones de frontera dependen de la forma
de p(re,t) y o(re,t).

2.6 Reinterpretacion del premio al riesgo

Observe que la ecuacién (2.6) y el Lema de It6 conducen al siguiente sistema de dos
ecuaciones:

oV 0%V oV

Ty + 507 (ry, t)w + (u(re,t) = Are, t)o(re, 1)) O +rV =0,
oV o’V oV oV

dV — - l 2 7‘[: _— _— ’t dt D 7t dW 9
o T2o et tgonlrnt) | At Gl AW,

lo que conduce a

oV ov
dV — rVdt =o(re, t) M (re, t)a—dt + —o(re, t)dWy
"t "t (2.14)

av
:o‘(’l"t, t)a_'r't ()\(’I"t, t)dt + th) .

El término dW4, en el paréntesis del lado derecho de (2.14), representa el riesgo de mercado
del contrato a futuro. El otro término dentro del paréntesis del lado derecho de (2.14)
expresa el incentivo para adquirir un instrumento con riesgo. Asi, si se hiciera un depdsito
de My unidades monetarias en un banco que paga la tasa corta de interés, el rendimiento en
el instante dt esta dado por dM/M, = r;dt. Note que al tiempo ¢, la tasa r; es conocida.
De esta manera, al comparar los diferenciales dM; —ry Mdt y dV; —r;Vidt, el primero tiene
un valor cero, mientras que el segundo es igual a las variaciones del mercado modeladas con
el término en dWW;, asi como el premio esperado por adquirir un instrumento con riesgo,
representado por A(ry, t).

2.7 Tasa corta neutral al riesgo
A partir de (2.1) se tiene que
dry = (u(re,t) — Are, t)o(re, 1)) dt + o (re, 1) (A(re, t)dt + dWy), (2.15)

la cual se puede comparar con

dv = Ttth+U(Tt,t)g—V (/\(rt,t)dt—i—th) . (216)

Tt

De esta manera, las componentes estocasticas de (2.15) y (2.16) son idénticas. Por otro
lado, en virtud de (2.6), se sigue que

oV ov. | 0%V
E + (/L(T‘t,t) - )\(T’t,t)O'(T‘t,t)) a—rt + 50’ (Tt’t)a_r? — rtVt =0. (217)
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Asi, la tendencia de (2.15) coincide con el coeficiente de 9V /dr; en (2.12). Es importante
destacar la similitud de (2.17) con la ecuacién diferencial parcial de Black y Scholes.

2.8 Revisién de supuestos y conclusiones

En esta seccién se enlistan los supuestos que se utilizaron para obtener la ecuacién difer-
encial parcial del comportamiento de un contrato a futuro. La mayoria de estos supuestos
permiten encontrar resultados de manera sencilla.

(i) existe una especificacién exdgena de la dindmica estocastica de la tasa corta;
(7i) existe un mercado en el que se negocian contratos a futuro a todos los plazos;

(7i7) existe un sistema bancario, o si se prefiere un mercado de crédito, en el que los agentes
pueden prestar y pedir prestado a la tasa corta;

(iv) no existen costos de transaccién (impuestos o comisiones);

(v) no existen oportunidades de arbitraje libres de riesgo;
) la informacién con que cuentan los agentes es simétrica.
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3. Modelo de Merton

En 1973, Robert Merton propuso uno de los primeros modelos para explicar la dinamica
estocastica de la tasa de interés instantdnea. Este primer intento de modelar el compor-
tamiento de la tasa corta, cuenta con varias limitaciones, entre las que se destacan: 1)
existe una probabilidad positiva de que la tasa corta tome valores negativos; 2) no pre-
senta reversion a la media, es decir, no existe un mecanismo que obligue a la tasa corta a
regresar a su nivel de largo conforme el tiempo transcurre; 3) la esperanza y la varianza
condicionales de la tasa corta crecen sin limite al trancurrir el tiempo; y 4) la curva de
rendimiento y la tasa forward decrecen sin cota conforme el tiempo aumenta ;Cudl es
entonces el beneficio o ventaja de estudiar este modelo? A pesar de las limitaciones, el
modelo de Merton representa el de tratamiento mas simple y el mas 1til para introducir
varios conceptos relacionados con el estudio de las tasas de interés. En capitulos poste-
riores se discutiran varios modelos mas realistas que, en esencia, corrigen las limitaciones
antes mencionadas.

3.1 Dinamica estocastica de la tasa corta

Considere un movimiento Browniano (W¢).e[o,7) definido sobre un espacio fijo de proba-
bilidad con una filtracién, (2, F, (Ft)ejo,1), IP). Aqui, F; es toda la informacién relevante
disponible en el tiempo ¢. El comportamiento de la tasa corta es conducida por la siguiente
ecuaciéon diferencial estocastica:

d7’t = bdt + O'th, (31)

donde b es una cantidad positiva, constante y conocida, y W; es un proceso de Wiener
estandarizado. Si s > t, entonces

rs =1y +b(s—t)+ O'/ dW,,. (3.2)
t

Claramente, r; se distribuye normalmente con media (condicional)
E [rs| Fe] = re+b(s — 1) (3.3)

y varianza (condicional)

Var [Ts}ft] =o%(s —t). (3.4)
Observe que a partir de (3.3) se tiene que si s > t,

E [rs + bs‘ft} = ry + bt.
es decir rs — bs es una martingala. Equivalentemente, la tasa corta menos su tendencia es
una martingala. En palabras mas simple, el mejor pronéstico de rs—bs, dada la informacién

dispoble hasta el tiempo t, es rs — bt. Por ultimo, note que E [rs‘ft] y Var [rs|.7-"t} crecen
sin cota conforme s aumenta.
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3.2 Determinacion del precio de un bono cupén cero

El precio de un bono cupoén cero que se emite en ¢t y que paga una unidad monetaria en el

tiempo en T satisface
T
B(t,T) =E< exp —/ rsds | | Fi (3.5)
t

Considere primero la suma de las tasas cortas instantdaneas durante [¢t, T']

T
I(t,T):/ reds
t

y note que
T s
I(t,T) =ri(T —t) + 16(T — t)* + a/ / dw,ds
t Jt
T
=r(T —t) + 16(T — t)* + a/ (Ws — Wy)ds (3.6)
t
T
:rt(T—t)—i-%b(T—t)z—i—a / Weds — W(T —t) | .
t
Observe ahora que integrando por partes la ultima integral de (3.6), se tiene que

T T
/ sdWy =TWp — tW; — / Weds,
t t

equivalentemente

T T
/ Weds = TWp — tW; — / sdW, (3.7)
t t

Por lo tanto, después de susutituir (3.7) en (3.6), se sigue que
T
I, T) =ri(T —t) + 3b(T —t)> + o | TWp — tW, — / sdWys — Wi(T — t)
t
T
=ri(T —t)+ 36(T —t)> +o | T(Wpr — W) — / sdW
t

T T
T =0+ pur 0o (7 [ aw - | sdws)
t t

T
=ry(T —t) + 2b(T — ) +o / (T — s)de5> .

13



Asi pues, I(t,T) = fT

. Tsds es Normal, en consecuencia el precio del bono, B(re, t;T),

satisface
B(ry, t;T) =E {exp (= I(t,T)) | F+} (3.9
=exp {—E[I(t,T)|F] + & Var[I(t,T)|F]} . '
A partir de (3.8), se encuentra que
E[I(t,T)|F] = ri(T —t) — $b(T — t)? (3.10)
y
T
Var [I(t,T)|F] 202/ (T — S)st
) t (3.11)
=—(T —t)3,
en donde se ha utilizado el hecho
T T 2 T
Var / sdW }"t] =E (/ deS> Fi| = / s2ds. (3.12)
t t t
Por lo tanto,
b 9 o? 3
B(’I"t,t;T> = exp —’I“t(T—t) - §<T—t> +F(T—t) . (313)

3.3 Determinacion de la curva de rendimiento

En esta seccién se calcula la curva de rendimiento. Si se denotan D (¢,T7) = (T —1t) y

A(T, 1) = —g@ _)? %Q(T s (3.14)

entonces se puede escribir
B(r, t;T) = eA®T) = DET)

Por lo tanto, la estructura de plazos de la tasa de interés esta dado por

reD(t, T) — A(t,T) b o2

R(t,T)=—-InB(t,T) = - :rt—|—§(T—t)—€(T—t)2. (3.15)

Es importante destacar en (3.15) que cambios en r; conducen a movimientos paralelos en
la curva de rendimiento. Asimismo, observe primero que

0 o?

—R(t,T)=——(T —-1t) <0

CR(T) =~ 2 (T~ 1)

14



0 o 9
—R(t,T)=—=(T—-1t)" <0,
2 pry= -2

es decir la curva de rendimiento R(¢,7T) es una funcién decreciente en el plazo T y en la
volatilidad, o. Por otro lado, note que

9?2 o2
—R(t,T)=——<0
oT? (t.T) 3

02 1 5

do

es decir, R(t,T) es una funcién céncava tanto del plazo, T', como de la volatilidad, o.
Observe, por ultimo, que

Tlim R(t,T) = R(t,0) = —00.

3.4 Dinamica de la tasa forward

La tasa forward instantdnea se calcula a través de la siguiente ecuacién:
) = LB T)
) = ——=n ) .
oT

En este caso, se sigue que
F,T)=3b— 16T —1)%

Asimismo, observe que
Tlim f(t,T)=f(t,o0) = —00,
—00

el cual es un resultado esperado, ya que R(t,T) es decreciente y céncava en el plazo, T

3.5 Determinacion del precio del bono mediante ecuaciones dife-
renciales parciales

En esta seccion, bajo el supuesto de tasa corta neutral al riesgo, se obtiene el precio del
bono cupén cero mediante la solucién de una ecuacién diferencial parcial, de segundo orden
y parabolica. Asi pues, bajo el supuesto de tasa corta neutral al riesgo se tiene:

OB | ,0°B 0B
—+50"—5 +b— —r;:B =0. 3.16
ot t 30 or? + ory "t ( )

La condicién final corresponde al pago en el vencimiento B(rp,T;7T) = 1. Las condiciones
de frontera dependen de b, o y 7.

Dado que la expresion anterior no cuenta con derivadas parciales cruzadas, se supone
ahora una solucién de variables separadas:

B(ry, t;T) = eAGT)—re(T=1), (3.17)
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Note que A(T,T) = 0. Al diferenciar B en (3.7) se sigue que:

B 8A+ 5
ot \ot H)T

0B

— = —(T - t)B,
8T‘t

9°B 5
—5 = (T —t)°B.
37“? ( )

Después de sustituir las ecuaciones anteriores en (3.6), se tiene que:

0A

2 2

Después de resolver la ecuacién diferencial ordinaria anterior se obtiene

A(t,T) =— /T b(T — s)ds + %O‘Q(T —t)3

=—30(T — )2 + Lo*(T - t)®

, (3.18)

resultado que coincide con (3.14), como era de esperarse.
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4. Modelo de tasa corta de Vasicek, enfoque de ecuaciones diferen-
ciales parciales

En la seccién anterior, se vio que el precio de un contrato forward puede establecerse de
la siguiente forma
V(ry, t,T) =U(R(r¢,t,T),t,T),

donde R(ry,t,T) es la curva de rendimiento. En ocasiones, simplemente, se denotara a
la curva de rendimiento como R(t,T). En esta seccién se presenta un modelo estocdstico
béasico (més que basico, seminal) sobre el comportamiento de la tasa corta. A través de este
modelo se obtiene el precio de un bono, a un plazo dado, como solucién de una ecuacién
diferencial parcial de segundo orden y pardbolica. Posteriormente, a partir de los precios
(el llamado vector de precios) de dicho instrumento de renta fija se genera la estructura de
plazos de la tasa de interés, R(t,T), es decir, se determina la tasa de interés a todos los
plazos en funcion de la tasa corta, r; y de los parametros del modelo. En particular, un
bono cupoén cero es un producto derivado de la tasa corta. En lo que sigue, se denotard
el precio de bono cupén cero mediante B(r, ¢;T), o en forma més simple como B(t,T).
Por tdltimo, es importante mencionar que las cantidades B(t,T) representan los factores
de descuento que se utilizan en la valuaciéon de muchos productos derivados. La relacién
entre la curva de rendimiento y el precio del bono es

InB(t,T)

R(t,T) = —

4.1 Fundamentos del modelo de Vasicek

Esta seccién se concentra en el modelo de Vasicek (1977), uno de los llamados modelos de
equilibrio general debido al uso de condiciones de arbitraje. Este modelo es muy ttil debido
a sus propiedades para valuar productos derivados de tasas de interés. La dindmica del
modelo presenta reversién de la media hacia un valor constante, lo cual es una caracteristica
que se observa frecuentemente en el comportamiento de la tasa corta. Sea {W;};>0 un
movimiento Browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad (2, 7,IP) y sea IF =
{Fi}e>0 su filtracion aumentada, la cual reptresenta la informacién del mercado disponible
hasta el tiempo ¢. El modelo de Vasicek tiena la forma:

dry = a(b—r¢)dt + odWy. (4.1)

donde r; es la tasa corta, y a, b y o son constantes positivas y conocidas. En este caso,
como puede observarse, W, es la tnica fuente de incertidumbre. La ecuacién (4.1) es una
notacién simplificada de la expresion

t t
rt—rSZ/ a(b—ru)du—l—/ odW,,
’ t ’ t

:ab(t—s)—/ arudu—i-a/ dW,,.

En la especificacion exdgena de la dinamica estocastica de la tasa corta, expresada en
(4.1), la tasa corta es forzada a moverse, en promedio, hacia un nivel de largo plazo b
a una velocidad a. Si la tasa corta estd por arriba de b, ésta es forzada a moverse, en
promedio, hacia abajo a un nivel de largo plazo b y, viceversa, si la tasa corta esta por
abajo de b, ésta es forzada a moverse, en promedio, hacia arriba al nivel de largo plazo b.
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4.2 Ecuacion diferencial parcial del comportamiento de un bono
con tasa corta conducida por el modelo de Vasicek

En esta seccién, bajo el supuesto de tasa corta neutral al riego, se resuelve la ecuacion
ecuacion diferencial parcial, de segundo orden y parabdlica, del comportamiento de un
bono cupédn cero:

0B | ,0°B 0B

—t+ z0°—— 4+ alb—ry)— — B = 0. 4.2
ot T27 52 Tl t)art ¢ (4.2)

La condiciéon final corresponde al pago en el vencimiento para un bono cupon cero
B(T,T) = 1.
Las condiciones de frontera dependen de a, b, o y, por supuesto, r;. Dado que la ecuacién

(4.2) no cuenta con derivadas parciales cruzadas, se puede suponer una solucién en variables
separables de la siguiente forma:

T
B(t,T)=E {exp <—/ rsds> ‘ Fi } — AWT)—r D(,T) (4.3)
t

Note que en la fecha de vencimiento, necesariamente, A(7,7) =0y D(T,T) = 0 ya que
B(T,T) = 1. Al diferenciar B en (4.3) se sigue que:

0B (0A 0D
— =(=-n—)B
ot ( ot ot )

0B

— = —-DB,

8rt

9°B )
>~ = DB

ory

Después de sustituir las ecuaciones anteriores en (4.2), se tiene que:

0A oD
o "tor + %O'QDQ —alb—ry)D —ry =0,
¢ 0A 0
D
1 212 _
Note que A y D son funciones de ¢t y T, mientras que, en este caso, m(ry,t) = —a(b — )

es sélo funcién de ry. Si se deriva (4.4) con respecto a r; se obtiene

oD
- D—-1=0. 4.5
5 T (4.5)
Equivalentemente,
oD
— =aD — 1.
ot

18



La solucién de la ecuacién diferencial anterior con condicién final D(T,T) = 0 satisface

t
D(t,T) =D (T,T)e_a(T_t) _ e—a(T—t)/ RICEDER
T

t

_ et / La(T—5) g (4.6)
T

1 — e—a(T—t)

a

Por lo tanto, al sustituir D(¢,T) en (4.4) se obtiene

0A
0 =T ri(aD — 1) + 36°D? + (ary — ab)D — 1y
0A
Equivalentemente,
A 1212
Bt =abD — 50°D7,
o bien,

2
04 _ b (1 _ e—a(T—t)) _ 7 <1 _ e—a(T—t)>2_
2a?

En consecuencia,

t 2
A, T) =b(t —T) — b/ e T ds = Z_(t —T)
T 2@
02 t (T ) 02 t ) (T )
. —al=s)dg — — —2a(l'=s)q
+ 2 /T e S 202 /T e S
b 2
—b(t—T)— 2 (e—a”’—t) - 1) -1
a 2a
02 —a(T—t 02 —2a(T—t
Ho (T 1) - (T )
b ( _a(r—t o’ (4.7)
:b(t—T)—E<e ( )—1>—?(t—T)
0'2 T—¢ O'2 O'2
- —a(T—t) _ o —a(T—t) 7 —2a(T—-t) _
+ 2a3 <e ( : 1) + 2a3 (6 1) 4a3 (e ( : 1)
1 1
=—(t-1) (a®b— 10%) + —D (a%b — 1o?)
02 —a(T—t 02 —2a(T—t
g (T 1) = o (e 1)
1 5 1 o 02D(t,T)?
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4.3 Curva de rendimiento del modelo de Vasicek

En esta seccién de determina la curva de rendimiento, R(¢,T'), también llamada estructura
de plazos de la tasa de interés asociada con el modelo de Vasicek. En este caso,

R(t.T) = —7— - In B(t, T).
Observa que
R,T) =~ B, T)
_ Tl_t[rtD(t,T) AT
_ Tl_t [rtD(t,T)—F(D(t,T)—T-H) (b_ %) - w}
R (g)oe @

a
B 1— e—a(T—t) 1— e—a(T—t) | ) o2
— AT — 1) o(T — 1) 242

o2 (1 -~ e—a(T—t))Z

T

Si ahora se denota

0,2

R(t,OO): _W7

entonces se puede escribir

_ e—a(T—t)
R(1,T) = R(t,50) — [R(t, 00) — 4 (1—>

a(T —t)
o2(T —t) (1 — e *T-D\"
L ( o(T 1) ) |
Equivalentemente, en forma mas breve,
21—t
R(t,T) = R(t,00) — [R(t,00) — 1] D + %DQ,
a

es decir, la curva de rendimiento, R(¢,T), es una funcién cuadratica de D (¢, 7).

4.4 Precio de un bono cupén cero asociado al modelo de Vasicek

Observe que el precio de un bono cupoén cero cuando la dinamica de la tasa corta es guiada
por el modelo de Vasicek estd dada por

B(1,T) = exp {R(t, 00) = [R(t, 00) — 1] D + #DQ} |
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4.5 Tasa forward instantanea del modelo de Vasicek

La tasa forward se calcula mediante

9 9 9 oD  9A
T = - M B T) = —R(E.TYT — t) = —(r,D — A) = oo — 22
ft.T) = —gr B, T) = ZmRETHT — 1) = 0y ) =T a7

Se recuerda que a partir de (4.10) y (4.11)

D(t,T) =
a
y
02
A=b(t—T) - (e_a(T_t)—1>——(t—T)
a 2a2
g —a(T—t g —2a(T—t
Fog (T ) - (e )

En consecuencia,

y. asi,

2 2 2
04 L peamn L O T —a(mb) I e2alr=

or 202 a2 2a
2
— ppea(Tt) T <1 _ 9p—a(T—1) +6—2a(T—t)>
2a2

2
— _b + befa(T*t) + J_ <1 _ ea(Tt))Z .
2a2

Por lo tanto,
2 2
f(t, T) prmnd 'I”te_a(T—t) + b _ be—a(T—t) _ U_ <1 _ e_a(T—t)>

2a?
—a(T— a’ —a(T— 2
=b—(b—rp)e (T t)—2a—2<1—e (T t)> ,

o si se denota
f(t,o00) = Tlim f(t,T) =m0,

entonces se puede escribir

2
F.T) = £(t,00) ~ [70,00) = e =70 — 2 (1m0,
a
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En este caso,

0 —a(T— o? —a(T—
8—£:a(b—rt)e (T t)+7(1—6 (T t)>

2
—a|=b+ (b—ry)e T 4 0—2 <1 - e_a(T_t)ﬂ + ab
a

=a|=b+ (b—ry)e 2T 4 — <1 — 2Tt 4 e—%(T—t))} + ab

—a|=b+(b—ry)e T 4

g
a
o’ (T—t) —2a(T—t)
)
a
N —a(T—t) 2
= <1 e ) + ab
2

L (1 _ efa(Tft)> o—a(T—t)
a
2

= —af +ab+ Z (1 - e_a(T_t)) e UT—t),
a

lo cual implica que f = f(¢,T) satisface la siguiente ecuacién diferencial ordinaria de
primer orden no homogénea

o 2
% +af =ab+ % (1 — e_a(T_t)) e~ UT=1),

4.6 Revision de supuestos
En esta secciéon se enlistan los supuestos esenciales del modelo de Vasicek:
(i) la tasa corta es guiada por un proceso exégeno Normal;
(7i) el proceso que conduce a la tasa corta presenta reversion a la media;
(7i7) existe un mercado de crédito en el que los agentes pueden prestar y pedir prestado a
la tasa corta neutral al riesgo;
(iv) no existen oportunidades de arbitraje;
)

las tasas de interés, para algunos plazos, pueden ser negativas para algunos valores de
los parametros, lo cual podria ser una enorme limitacién.

4.7 Aplicacion del modelo de Vasicek
Considere el modelo de Vasicek

dry = a(b — r¢)dt + odWy,
donde a, b, y ¢ > 0 son cantidades constantes, positivas y conocidas. Para fines practicos,
la ecuacién anterior puede plantearse en términos discretos como una ecuacion estocastica
en diferencias. Si escribimos g = ab y 51 = 1 — a, entonces

rt = Bo + Bire—1 + &t (4.9)
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donde {£;} son variables aleatorias independientes y normalmente distribuidas con media
cero y varianza ¢2. La media (incondicional) de r; es Bo/(1 — 81) = b y su varianza
(incondicional) es ¢2/(1 — 1)? = 02/[1 — (1 — a)?]. La varianza condicional de r; es, por
supuesto o 2. La gréafica 1 muestra el comportamiento de la tasa corta (rendimiento anua-
lizado de CETES a un dial), entre el 3 enero de 2000 y el 29 de diciembre de 2000. Los
datos faltantes fueron estimados con la metodologia del Filtro de Kalman?. Los resultados
de la estimacién de los pardmetros del modelo autorregresivo (4.8), con errores estandar
entre paréntesis, son como sigue:

r¢ = 0.0289 + 0.83057:_1.

(4.10)
(0.0075) (0.02819)
En este caso, se puede apreciar que las estimaciones son significativamente distintas de
cero con un 95% de confianza. La gréfica 2 muestra la estructura de plazos definida a
través de la ecuacién (4.8) con ¢t = 0, a=0.1695, v=0.1709, r(=0.15 y ¢ = 0.0239. Como
puede observarse, la estructura de plazos es creciente y, en el largo plazo, se estabiliza en
un valor cercano al 16%.
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Grafichl41Comportamientol dellaltasal¢cortal anualizadal
(3 enero de 2000 - 29 de diciembre de 2000).

L En este caso, se utilizaron los vectores de precios que se publican en el Boletin de la Bolsa Mexicana
de Valores, en su Seccién de Analisis y Evaluacién de Instrumentos de Deuda (varios ntimeros, 2000).

2 Véase, por ejemplo, la metodologia del Filtro de Kalman en Venegas-Martinez et al. (1999).
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Las graficas 4.3-4.6 muestran el comportamiento de la estructura de plazos ante cam-
bios en uno de los parametros, dejando los otros fijos con los valores del caso estimado
(Ceteris paribus). Se observa, primero, que R(¢,T) puede tener casi cualquier compor-
tamiento (céncava, convexa, etc.). En segundo lugar, note que R(¢,T) puede tomar valores
negativos para algunos valores de los parametros. Cabe destacar que en el caso estimado,
la funcién R(t,T) es siempre positiva y creciente.
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5. Modelo de tasa corta de Vasicek, enfoque probabilista

En la seccién anterior se presenté el enfoque de ecuaciones diferenciales parciales para
determinar el precio tedrico de un bono. Posteriormente, a partir de dicho precio se
obtuvo la curva de rendimiento R(¢,T), la cual se utiliza en la determinacién del precio de
un contrato forward sobre un bono cupén cero,

V(ry, t,T)=U(R(t,T),t,T).

A continuacion se discute un desarrollo alternativo para calcular los factores de descuento
con base en las propiedades de la distribucion de dW;. Considere de nuevo el modelo de
Vasicek, el cual satisface:

dry = a(b — r¢)dt + odWy, (5.1)

donde a, b y o son cantidades positivas, constantes y conocidas, y W; es un proceso de
Wiener estandarizado.

5.1 Distribucion de la tasa corta

En esta seccion se determina la distribucion de la tasa corta y se establece la relacién de los
parametros del modelo con la media y la varianza de la tasa corta. Si se hace el siguiente
cambio de variable:

m¢ = ary — ab,

el cual debe ser familiar al lector bajo el supuesto de tasa corta neutral al riesgo, entonces
el modelo de Vasicek puede reescribirse como

dmt = —amtdt + CLO’th. (52)

Esta ecuacién es conocida como el proceso de Ornstain-Uhlenbek. La importancia del
proceso (5.2) es que su solucién es similar a la de una ecuacién diferencial no homogénea
de primer orden, es decir,

t
my =moe 2 + aae_at/ e dW
0
t
=moe " +aa/ e~ t=3)qw,.
0
Equivalentemente,

t
ary — ab = (arg — ab) e + aa/ e~ =) qmw,
0

t
re =roe P+ b (1 — e_at) + O'/ e~ t=s)qmw,. (5.3)
0
Claramente, r; se distribuye normal con media (condicional)
E[r¢|ro] = roe * 4+ b (1 — e_at) (5.4)
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y varianza (condicional)

t o2
Var|r¢|ro] = 02/ e 20(t=s) g — o (1- 6_2‘”) : (5.5)
0

en donde se ha utilizado la propiedad

Var ( / t g<s>dws) . [( / t g<s>dws)2] -/ ' o(s)]2ds

valida cuando la tltima integral es finita.

5.2 Casos especiales de la distribucion inicial de la tasa corta

A continuacién se discuten algunos casos de interés sobre la distribucién de la tasa corta
inicial. En virtud de (5.4) y (5.5), si se supone 79 ~ N(0,02/2a) con Cov(rs,W;)=0,
entonces

E[Tt] - E{E[Ttlro]} =} (1 _ efat)

Y 0'2 0'2 0'2
Var[ry] = Var{E[r¢|ro]} + BE{Var[r|ro]} = ——e >* + — (1 —e7?*) = —.
2a 2a 2a
Asimismo, si rg ~ N (b, 02/2a) y Cov(ry,W;)=0, entonces
E[ri] = E{E[r¢|ro]} = b
y
2

Var[rs] = Var{E[r¢|ro]} + E{Var[r¢|ro]} = g—

a

5.3 Determinacion del precio de un bono cupén cero

El precio de un bono cupén cero que se emite en ¢t y que paga una unidad monetaria en el

tiempo T satisface
T
B(ry, t;T)=E {exp <—/ rsds> ‘ Fi }
t

donde F; es toda la informacién relevante disponible en el tiempo ¢ (una filtracién de la
o-algebra F perteneciente al espacio de probabilidad (Q, F, (ft)tG[O,T]v ]P) donde W; esta
definido.

Considere ahora la suma de las tasas cortas instantdneas durante [t, T]:

T
I(t,T):/ rsds.
t
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A continuacién se vera que I(¢,T') es normal. Del modelo de Vasicek se sigue que
T T T
/ drg zab(T—t)—a/ rsds—i—a/ dWs.
t t t

T
TT—rt:ab(T—t)—aI(t,T)—i-a/ dw,.
t

Equivalentemente

En consecuencia,

I(t,T) = —é(rT—r,ﬁ) +u(T —t)+ g/Tolws. (5.6)

a

Por otro lado, del mismo modelo de Vasicek se tiene que si en (5.6) se sustituye 0 por ¢t y
t por T, es decir, se cambia de solucién inicial y valor final, entonces

T
rp =re T 4 <1 — efa’(Tft)> + O'/ e T=9)dqw,.
t

Por lo tanto,

T
rTo— Ty =T4 <e_a(T_t) — 1) +b <1 - e_a(T_t)> + O’/ e~ T=9)qmw,
t

T (5.7)
:(b — rt) <1 _ e—a(T—t)> + 0./ e_a(T_S)dWS.
¢
A partir de (5.6) y (5.7), se encuentra que
1 T
I(t, T)=—~={(b—ry) (1 _ e—a(T—t)) + U/ B_a(T_S)dWS
a t
o [T
+b(T —t) + —/ dw, (5.8)
a Jt

1 — —a(T—t) T 1 — —a(T—s)
=b(T — ) + (e — b) (€—> + a/ (e—> dw,.
a t a

Es decir, I(t,T) sigue una distribucién normal

Ahora bien, de estadistica elemental se sabe que la funcién generatriz de momentos
de una variable aleatoria X ~ N (u, o) esta dada por

Mx(t) =E[e'X] = exp {tE[X] + 2t*Var[X]} .
En particular, para t = 1 se tiene que si X ~ N (u, o),
E [e¥] = exp {E[X] + $Var[X]}.
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Por lo tanto, dado que I(¢,T) = j;T rsds es normal, se tiene que el precio del bono,
B(ry, t;T), satisface

B(ry, t;T) = E{exp (—1(t,T))|Fi} = exp {—E[I (¢, T)|F] + §Var[I(t,T)|F]} .

A partir de (5.8), se encuentra que

B T)F] = (T — 1) + (re =) (1‘_—(”)>

a

T e—a(T—s)
Var [I(t, T)|F¢] 202/ ( ) ds

T
<T—t—2 e~ (T— S)ds—i—/ eQa(Ts)ds>
t
—a(T—1) 1 —2a(T—t)
P2 (1) L (1 )]
2a

w|q

m|q

5.4 Determinacion de la curva de rendimiento

En esta seccién se calcula la estructura de plazos de la tasa de interés, también llamada
curva de rendimiento. Si se supone, como antes, que

B(r, t;T) = eA®T) = DET)

Entonces
1 — e—a(T—t)
D(t,T)= ————
a
y
A, T)=—=b(T —t)+bD(t,T)
o2
+ 2 [T 21 —a(T—t)) i (1 ~2a(T t))}
2a a a
_ 1 T Qb 1 _2 1 D 2b 1 _2
_Q_Q(t_ )(a 2U)+a_2 (CL —50')
Lo (emor-0 —1) - o (e-o2-0 1)
2a 4da
1 2D (t,T)?
== (D(t,T) - T +1t) (a®b — 10?) - ™

Este resultado coincide plenamente con las ecuaciones (3.6) y (3.7) de la seccién anterior.
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5.5 Resumen y conclusiones

En la presente seccion se calcularon los factores de descuento de un bono cupoén cero
cuando la tasa corta sigue el modelo de Vasicek. La propiedad de normalidad de la tasa
corta simplifica analiticamente el calculo del precio tedrico del bono. Finalmente, a partir
del modelo de la tasa corta se deriva la curva de rendimiento a distintos plazo. Situacién
que no es muy realista y en las siguientes secciones se veran modelos en donde la curva de
rendimiento se calibra con los precios actuales.
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6. Modelo de Cox, Ingersoll y Ross

Existe en la literatura una clase importante de modelos para describir el comportamiento
de la tasa corta, también llamada tasa corta o tasa instantdnea, cuando ésta sigue un
proceso con reversion a la media y la dindmica esta representada por la siguiente ecuacién:

dry = a(b —ry)dt + ardet, (6.1)

donde a, b, y o son constantes positivas, y dW; es un proceso normalizado de Wiener, es
decir, Wy ~ N (0,dt) con incrementos, Wy — W, s < t, independientes. Adicionalmente,
existe un término aleatorio con varianza 027"?/8 por unidad de tiempo, donde 5 > 0. Las
situaciones en las que 3 =0y 3 = % son de particular interés porque conllevan a modelos
que pueden tratarse analiticamente. En particular, el modelo de Vasicek se obtiene cuando
B = 0, mientras que el modelo de Cox, Ingersoll y Ross se obtiene cuando 8 = % Especi-
ficaciones de (6.1) con valores de 8 distintos 0 y % no son muy populares en la literatura
debido a su complejidad.

6.1 Fundamentos del modelo CIR

Es importante mencionar que en la estructura de plazos generada con el modelo de Vasicek,
B = 0, puede producir tasas negativas para ciertos valores de los parametros. Afortunada-
mente, esta limitacién se desvanece con el modelo de Cox, Ingersoll y Ross, ya que en este
caso las tasas siempre son positivas. Esta seccion se concentra en una dinamica de la tasa
corta conducida por la siguiente ecuaciéon diferencial estocastica:

dry = a(b — r¢)dt + o/redWy. (6.2)

Es importante observar que al considerar /r; en el término estocastico el proceso deja de
ser Normal. Este proceso presenta reversiéon a la media como en el modelo de Vasicek,
pero la varianza es proporcional a o?r; por unidad de tiempo. Esto significa que conforme
la tasa de interés corta aumenta, la desviacién estandar aumenta.

6.2 Ecuacion diferencial parcial del comportamiento de un bono
cupoén cero

Aligual que los modelos de Vasicek y de Cox, Ingersoll y Ross, si r; es la tasa corta neutral
al riesgo, el precio de bono cupén cero, B(t,T), satisface la ecuacién diferencial parcial de
segundo orden y parabdlica:

aB+1282B+(b )25 B =0 (6.3)
ot 27 "oz TV T Wy T Ioe T '
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6.3 Solucién de la ecuacién diferencial parcial del comportamiento
de un bono cupoén cero

De la misma manera, que en el modelo de Vasicek, se supone que la solucion puede ser
expresada en variables separables, especificamente:

B(t, T) = eA(tVT)_TtD(t,T)'

Claramente, A(T,T) = D(T,T) = 0 ya que el valor nominal del bono estd dado por

B(T,T) _ eA(T,T)—rTD(T,T) -1

Al igual que en el caso del modelo de Vasicek, se tiene que:

9B (9A 9D
= ( )p.

— ===
ot o0t o0t
0B
— =-DB
aTt
y
9°B 5
> = D”B.
or;

Si se sustituyen las relaciones anteriores en (6.3)

<8A (9D)B+1 2. pD2B B+ ( b)DB =0
ot Vot 27 "t " e T
Equivalentemente,

0A oD 1

o7 ~ i T 50 D =1+ (ary — ab)D =0 (6:4)

Si derivamos (6.4) con respecto de r¢, se obtiene que:

oD
_E + %02D2 +aD —1=0. (6.5)
Es decir,
oD 1 92(~2  2aD 2
57— 2° <D + PR ﬁ) (6.6)

Si se reescribe (6.5) en términos de fracciones parciales

oD
— = %0‘2<D — :rl)(D —|—:L‘2),
ot
se encuentra que
a+ Va2 4+ 202
To =

o2
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—a+ Va?+ 202
5 .

g

r1 —

En efecto,
(D — xl)(D + :L'Q) = D2 +Dxo— Dxq1 —x129
=D? + D(xz — xl) — x1x9 .

En este caso, se debe cumplir que:

2a
To—T1= —5
2 1= 3
y
2
1T = —5.
172 = 5
Se observa que z1,z2 > 0. Por lo tanto,
dD
= %O’th.

(D — xl)(D + 1’2)

Asi,
D(t,T) du t
= qdu = —q(T — t),
/D(T,T):O (u—z1)(u + x2) /T
donde ¢ = %02. El integrando se puede expresar en términos de fracciones parciales como
1 O n Co
(u—x1)(u+mz2) u—21 w9
~ Ci(u+z2) + Cou — 1)
(u—21)(u+ 22)
_(01 + Cg)u 4+ Cixo — Coxq
(u—z1)(u+ z2)
lo cual implica que C'y = —Cy y Cizo — Cox1 = 1. Por lo tanto,

1 2
01:—02: = g d

1+ x2 2vVa? + 202 B \/a2—|—202.
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Por lo tanto,

/'D(t,T) du B 1 /D(th) du
0 (u—z1)(u+22) =1 4+22 ) u—

1 /D(t,T) du
T1+ x2 0 U+ To

:a:1 j‘l’Q In(z; — D(t,T)) — In(x1)]
- le - In(zo + D(t,T)) — In(x2)]

1 D(t, T
= ln(l— (¢ )>
r1+ T2 1

1 D(t, T
T1+ T2 z2

(- 2R) /(- 2],

donde se ha utilzado que In(|D(¢,T) — z1]) = In(zy — D(¢,T)) y In(|z1|) = In(z1). En

consecuencia,

9 €1

lo cual implica que
z1ze + 21D (t,T) = (x129 — 22DV, T))e(m""x?)q(T_t).

179 (€($1+$2)Q(T—t) _ 1)

x2€($1+$2)Q(T_t) + 21

D(t,T) =
Claramente, D(t,T) < x1, si y sélo si

ryzg (@1 F72)a(T=0) _ 1)

1;26(371 +x2)q(T—t) —+ T

< T,
si y so6lo si
xlmge(m1+x2)q(T_t) <1+ xlmge(m1+x2)q(T_t) + :1:%,

asi efectivamente In(|D (¢, T) — z1|) = In(z1 — D(¢,T)). Ahora bien, dado que z125 = 1/q¢,
D(t,T) se puede reescribir como:

e(xitz2)q(T—t) _ q

bT) = qroel@it@2)a(T—t) 4 gq "

Equivalentemente,

2(6($1+$2)Q(T—t) - 1)

D(t,T) = .
( ’ ) 2qm2(6($1+$2)Q(T_t) — 1) —+ 2(](551 —+ qj2)
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Por lo tanto,

2(6\/112—1—202 (T—-t) _ 1)

D(t,T) =
t.T) (a + Va2 + 202)(eVa?+203(T=1) _ 1) 4+ 2v/a2 + 202

Al regresar a la féormula (6.4), se tiene ahora que

0A oD 1
EJFH (_8_+2U2D —|—aD—1)—abD:0. (6.7)

Si se sutituye (6.5) en (6.7), se produce que

0A
— =abD.
ot
Es decir,
t (e(wﬁwz)Q(T—S) —1)

ds.

A(t,T) - A(T,T) = ab
(t.T7) - AT T)=a “flm/T 2o (e@+22)a(T=5) Z 1) 1 (21 + 25)

Sea

v = el@r1tz2)a(T=s) _ 1

entonces
dv = — (21 + 22)ge ™ TV ds = — (21 + wg)q(v + 1)ds

lo cual implica

T
v 1
A(t,T) =ab d
®T) axlm[ <$20+$1+$2) (($1+$2)Q(U+1)> !

abxr1z9 / v
= dv
(x1+22)q J; [rov+ 21+ 23] (v+1)

B abzq T v .
N (xl—i-:rg)q/t [v+ 14 (z1/22)] (v—i—l)d '

Defina, por el momento, o = 1 + (z1/x2) y 8 = 1. Considere la integral y su solucién por
fracciones parciales

/ & /T do /T dov
(v—i—a (v+3) a—ﬁ v—l—oz a—f3 v+ f

In(v + B)

B
¢ a—p

5 in(os + 5).
—

:aiﬁln(v—i—a)

t

— In(vy + o) —
-«

B B

36



ya que vy = 0. Por lo tanto,

b
At,T) = e (r2 In(vy + 1) — Tt o In(vy + 1+ (z1/22))
(z1+x2)g \ 21 1
b
= ealn(ug 4+ 1) — (21 + x0) In(vg + 1+ (21/22))]
(z1+ 72)q
2ab
== [m [(vt + 1)$2/<f1+x2>] —In(v, + 1+ (J:l/xg))]
o
20 [ (w0 + 1)wz/<w1+wz>]
= —1In
o2 _vt—i—l—{—(ml/:vg)

= —1In

2ab . [2a(vy + 1)m2/($1+x2)]
2

| Tovrt+ w1+ a2
2ab . [2qza(ve + 1)‘”2/(‘”1‘”2)]

g

= —1In
o2 | 2qzovs + 2q(x1 + x2)

2ab1 2qx26$2q(T—t)
= —F—1n
o2 2(]$2 (€(I1+£C2)q(T—t) _ 1) 4 21](581 + Jfg)

Por lo tanto,

2ab/o?

AT T TR TR 0
(a + Va2 + 202)(eVa®+202(T=1) _ 1) 4 2v/a2 + 2052

A(t,T) =1In

6.4 Precio de un bono cupén cero con el modelo CIR en términos
de funciones trigonomeétricas hiperbdlicas

observe que si se definen
y=2Va*+20% y =T —1t

y se utilizan las identidades
e’ —e 7

senh =
nh(y7) 5
Y Y y
T _|_ —YT
cosh(y7) = £ re ,
2
entonces D(t,T)y A(t,T) pueden escribirse en forma alternativa como:
senh
Dbt 4 7) = nhO7)
v cosh(y7) + sasenh(y7)
y 1
2ab ve29T
A(t,t+71) = .
( ) o2 | ycosh(y7) + Lasenh(y7)
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6.5 Curva de rendimiento del modelo CIR

Como en el caso del modelo de Vasicek, es posible obtener curvas de rendimiento con
pendiente positiva, con pendiente negativa o con jorobas. La curva de rendimiento del
modelo CIR se calcula como sigue:

_InB(t,T) nD(T)-AQRT)

R(t,T)Z — ’
T —t T—t

la cual es una funcién lineal de r;. Asimismo, note que a partir de r; se determina la
estructura intertemporal de plazos de la tasa de interés.

6.6 Cambio de variable en el modelo CIR para obtener varianza
constante

Si se define y; = y(r¢, t) = 2,/7¢, se tiene que

8yt 1 - 2
oy e ou
y
9%yy 1 1
87’? - _Qrt\/r_t - _rtyt'

Una aplicacion simple del lema de Ito conduce a

0 0* ) _
dy: = (8—yta(b —r)+ 3 P ygtazrt) dt + a—yta\/rtth

Tt Tt Tt

t

2\ 1
= [(Qab - U—) —— Eyt} dt + odW;.
Yt 2

2 2 1 2
= {—a < — y—t) — 027",51 dt + —o+/redWy
Yt 4 2riyy Yy

6.7 Estimacién de los parametros
A continuacion se muestran varios métodos de estimacion de los parametros del modelo
CIR con base en un registro historico de la tasa corta.

6.7.1 Estimacion de los parametros del modelo CIR con MGM

Considere la versién discreta del modelo CIR
rip1 = Bo + Bire + V/riee, (6.8)

donde By = ab y f1 = 1 — a. En este se calculan estimadores, 507 B\l y &, con el método
generalizado de momentos, MGM, sujeto a las restricciones

n n

Zet:O, Zetet,lzo y ie?—rtcfQ:().
t=1
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Por lo tanto,

b=

@>|OQ>

El MGM no requiere de un supuesto sobre la distribucion de los errores.

6.7.2 Estimacién de los parametros del modelo CIR transformado
en un modelo de varianza constante con MCO

Considere la ecuacion (6.8) en la siguiente version discreta
yir1 = Bry; -+ Baye + e, (6.9)

donde yy = 2/77, B1 = 2ab — (02/2), B2 = 1 — (a/2) y e ~ N(0,02). Si By, B y 02 = 52
son los estimadores de minimos cuadrados ordinarios, MCO, los cuales son de maxima
verosimilitud, entonces

a=2(1-8)

T 261 + 5% 261 +5°
4a 8(1—&2)’

los cuales también son de méaxima verosimilitud.

6.7.3 Estimacién de los parametros utilizando la curva de rendi-
miento del modelo CIR (Newton Raphson)

Considere la curva de rendimiento del modelo CIR:

reD(t,T) — A(t,T)
T —t '

R(t,T) =

Las funciones D(t,T) y A(t,T) dependen de los pardmetros a, b y o, lo cual se destaca
mediante la notacién D(t,T;a,b,0) y A(t,T;a,b,0). A continuacién, se fijan tres plazos,
la magnitud de los cuales depende del horizonte al que se quiera estimar la curva de
rendimiento (semanas, meses 6 afios). Sea R(t,T;), i = 1,2,3, la tasa de interés promedio
de plazo T;. Considere el siguiente sistema de tres ecuaciones en las incognitas a, b y o

R(t,T1)(T1 —t)—r:D(t, T1;a,b,0) + A(t, T1;a,b,0) =0,
R(t, T2)(Ty — t)—r¢D(t, Tasa,b,0) + A(t, Ta;a,b,0) = 0,

R(t,Tg)(Tg - t)—?”tD<t,T3;a, b, U) + A(t,Tg;a, b, U) = O,

el cual se resuelve mediante el método de Newton Raphson.
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6.8 Aplicacion del modelo de Cox, Ingersoll y Ross con el MGM

Para fines précticos se utiliza una versién de la ecuacién (6.8). Los resultados de la es-
timacién de los parametros con los mismos datos utilizados en el modelo de Vasicek, con
errores estandar entre paréntesis, son los siguientes:

Aryp =0.01737(0.1682 — r4) + 0.0399+/r+.
(0.0221) (0.0253) (0.0118)

Todas las estimaciones son significativamente distintas de cero con un 95% de confianza.
La grafica 6.1 muestra la estructura de plazos definida a través de la ecuacién (12). En
este caso, la estructura de plazos es creciente y, en el largo plazo, se estabiliza en un valor
cercano al 16.5%. Se observa que el modelo CIR produce tasas mayores que el Vasicek, con
una diferencia maxima del 0.05% conforme el plazo crece, lo cual se debe fundamentalmente
a un valor estimado mayor que b con el Método de Momentos Generalizado.

17.0%

16.5% CIR

Vasicek

16.0%
155%
15.0%

14.5%

12345678 SI10ML12131415161716819 202122232425 262728203031323334353637

Gréfica 6.1 Estructura de plazos estimada con el modelo CIR.
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7. Modelo de Ho y Lee, calibracion de la curva de rendimientos
con precios actuales

Hasta ahora, se ha visto que partir de modelos exd6genos de tasas de interés corta, con un
solo factor de incertidumbre, se construyen curvas de rendimiento en funcién del valor més
reciente de la tasa corta y de los pardmetros que intervienen en el modelo. En cuyo caso,
hay que decidirse por un método de estimacion de los parametros en cuestion. Si se estiman
los parametros con base en registros historicos de la tasa corta, entonces se genera una curva
de rendimiento que, salvo en raras ocasiones, es parecida a la del mercado. Una alternativa
muy popular consiste en calibrar curvas de rendimiento utilizando precios de mercado
actuales. En la practica, los modelos que consideran un solo factor son aquéllos que
permiten ser calibrados con los precios actuales. Esto significa que uno o mas parametros
del modelo dependen del tiempo. Esta dependencia funcional del tiempo tiene que ser
elegida con cuidado a fin de obtener mejores resultados con el modelo empleado.

En el modelo propuesto por Ho y Lee (1986), la tendencia de la tasa corta y, por ende,
la curva de rendimiento, se calibran con base en los precios de mercado actuales de tal
manera que los precios del mercado coincidan con los precios teéricos. Esta es una de las
razones por la que el modelo de Ho y Lee no pertenece a la clase de modelos de tasas de
equilibrio general. Por otro lado, en los modelos de Vasicek y de Cox, Ingersoll y Ross,
la estimacién de todos los parametros se lleva a cabo mediante una serie historica de la
tasa corta, mientras que en el modelo de Ho and Lee sélo el parametro de volatilidad se
estima con un registro histético de la tasa corta, pues como se menciono antes, la curva de
rendimiento se calibra utilizando precios actuales.

Por 1ltimo, vale la pena destacar que al igual que en en el modelo de Vasicek, el de
Ho y Lee puede producir valores negativos de r;, lo cual es una limitacion importante
que resuelve el modelo de Cox, Ingersoll y Ross. Aun cuando la probabilidad de que se
presenten valores negativos en los modelos de Vasicek y de Ho y Lee sea muy pequena, la
posibilidad de que estos valores ocurran siempre esta presente.

7.1 Planteamiento del modelo

El modelo de tasa corta propuesto por Ho y Lee considera, como en los modelos de Vasicek
y de Cox, Ingersol y Ross, un solo factor de incertidumbre. En este modelo la tendencia
es dependiente del tiempo e independiente del nivel de la tasa corta. El comportamiento
de la tasa corta es conducido por el siguiente proceso:

d’l“t = htdt + O'th. (71)

donde ¢ > 0 es una cantidad constante, h; es una funcién del tiempo y Wy ~ N (0,t). Es
decir, la dindmica estocéstica de la tasa corta sigue una distribucién normal y

t t
rtzro—i—/ hsds—i—a/ dWs.
0 0

En este caso, la media y varianza de la tasa corta satisfacen, respectivamente,

t
E[Tt|f0] =T0 —|—/ hsds
0
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Var([ry| Fo] = 0275,

donde Fy es la informacion relevante disponible en ¢t = 0. La funciéon h; determina,
en promedio, hacia donde se movera r; en el futuro. Observe también que aunque hy
es dependiente del tiempo, es independiente del nivel de r;. La funcién h; se eligira
de tal manera que la estructura de plazos de la tasa de interés sea consistente con los
precios actuales. El modelo no presenta reversion a la media. Finalmente, observe que la
volatilidad es constante, es decir, es independiente del nivel de la tasa corta y del tiempo.

7.2 Ecuacion diferencial parcial del comportamiento de un bono
cupon cero

Al igual que los modelos de Vasicek y de Cox, Ingersoll y Ross, el precio de bono cupén
cero, B(t,T), satisface la ecuacién diferencial parcial de segundo orden parabdlica:

oB 1 ,0°B 0B

o2 .z — B = ) —. 7.3

ot 737 gz B =mint) o (7.3)
Si se elige m (ry,t) = —hy, es decir, si m(r¢, t) es tal que r; es la tasa corta neutral al riesgo,
entonces )

0B 1 ,0°B 0B

— + = +hi— — 1B =0, 7.4

ot 27 2 T Mar, (74)
con la condicién final B(T,T) = 1. Dado que la ecuacién anterior no tiene derivadas

parciales cruzadas, se puede suponer una solucién en variables separables de la forma:
B(t,T) = AT —re(T=1), (7.5)
Claramente, en este caso, se cumple que A(T,T) = 0, ya que el valor nominal del bono en

el tiempo T, estd dado por
B(T,T) = ATT) = 1.

dB (aA )
- —+7"t B7

Observe ahora que

ot ot
0B
— =—(T-t)B
8rt
Y 2
0“B
~ = (T —t)°B.
ory

Si se sustituyen las derivadas parciales anteriores en (7.4), se encuentra que
9A 12 2
E—i—?} B+ 50°(T —t)°B —r4B — hy(T —t)B = 0.
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Equivalentemente,
0A
57 = (T = 1) = 50°(T —1)”.

2
Después de resolver la ecuacién diferencial ordinaria anterior se obtiene
T
A(t,T) = —/ hs(T — s)ds + %0‘2<T —1)3. (7.6)
t
En virtud de (7.5), A(¢t,T) — r¢+(T —t) = In B(¢,T), de donde se desprende que
T
/ he(T —s)ds = —InB(t,T) + 26%(T — t)> — r4(T — t), (7.7)
t
o en forma alternativa, en términos de la curva de rendimiento R(¢,T),
T
R(t, T)(T —t) = / he(T — s)ds — (T — t)° + r4(T — ¢). (7.8)
t

Es decir, si se conociera h; se podria determinar R(¢,T'). En particular si h; fuera constante,
hy = h para toda t, entonces

=1n(T —t) — 1o*(T = t)* + 1y
Sin embargo, observe que en este caso,

0 17 12
aR(t,T) == §h - 50 (T - t).

Lo anterior implica que conforme 7' aumenta, la pendiente de la curva de rendimiento se
tornard negativa, lo cual puede producir eventualmente valores negativos de R(¢,T').

7.3 Ajuste de la curva de rendimiento con valores actuales de mer-
cado

Si se supone que ¢ ha sido estimada por algiin metodo de inferencia estadistica, se eligira
un funcién, hgo), de tal manera que los precios de mercado disponibles hoy, en el tiempo

t = 0, sean consistentes con la tasa con R(0,7). Es decir, buscamos h&‘)), tal que se
satisfaga (7.7), es decir,

T
/ RONT — s)ds = —InB(0,T) + 20T — roT, (7.9)
0

la cual es una ecuacién integral en hgo). Una forma de resolver esta ecuacién integral es
calculando sus dos primeras derivadas. Para derivar (7.9) con respecto de T, denote el
integrando de (7.9), por un momento, como

9<T’5) = th)(T - 5)'
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En este caso, la Regla de Leibnitz conduce a

) ™o aT 90
— —g(T,s)d T,T T,0
aT /0 or 9T 8)ds + (T T) 5 = 9(1,0) 50
T
/ h(o)ds
0
Por lo tanto, la derivada de (7.9), estd dada por
T )
/ hOds = ——1InB(0,T) + 16%T% — rg. (7.10)
) aT
Si se deriva de nuevo (7.10) se encuentra que
2
0 0
]’Lg—v) = _WIHB<O7T) + O'2T7
o bien, hg? ) se puede escribir en términos de la tasa forward instantanea
p0 — if(o,T) 1 02T, (7.11)
T or

Lo anterior significa que la tasa corta se moverd, en promedio, en la direccién de la pen-
diente de la tasa forward.

Para encontrar A(¢,T), se escribe (7.12) empleando ¢ en lugar de T, es decir,

2

0
0
h = —ﬁlnB(O,t) + 0%t

)
h = o 1(0.) + 0%, (7.12)

Note que si la pendiente de la tasa forward es grande y positiva, entonces h( ) es grande
y positiva. Mientras que si la pendiente de la tasa forward es negativa y grande en valor

absoluto, entonces hgo) podria ser negativa. Por lo tanto, el término integral en la tltima
igualdad de (7.9) satisface

T
/ hgo)(T — s)ds
t
T 82
= / (——2 In B(0,s) + 0'28> (T — s)ds
‘ 0s

T 82 T
:—/ (T—S)WIDB(O,s)ds—{—JQ/ s(T — s)ds
t t

S

(7.13)

T 82 T 82 0_2
= —T/ ﬁlnB(O,s)ds—i—/ sﬁlnB(O,s)ds—i— E(T?’—STtQ—FZtS)ds.
t t

S S
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La segunda integral puede resolverse mediante integracién por partes, como sigue:

T T 9
— / — In B(0, s)ds
. 0

t S

T 2
0 0
/ s=— I B(0,s)ds = s—In B(0, s)
t

0s Jds

0 0
= Ta—TlnB(O,T) - talnB(O,t) —InB(0,7) + In B(0,1).

En consecuencia,

T
d 0
RO(T — s)ds = —T—1nB(0,T) + T— In B(0, ¢
/ts( s)ds 8Tn(’)+ mn()

9 5 B(0,T)
+T8—TlnB(0,T)—talnB(O,t)—ln(Bm’t)) (7.14)
— (T - t)%lnB(O,t) “n (%) |

Si se sustituye (7.14) en (7.6), se obtiene que

A(T) =1In (BB((% f))) (T - t)%B(O,t) _ %2@3 _374% 4 26%) + %Q(T e

En conlusién,

0 o?
> — (T - t)aB(O,t) - Et(T —t)% (7.15)

A(t,T) :1n<

7.4 Calibracion de la curva de rendimiento

Como se mencion6 antes, en el modelo de Ho y Lee la estructura de tasas de interés, se
. 0 . , .

elige hg ), de tal manera que los precios de mercado de un bono cupoén cero sean iguales a

los precios tedricos en cada instante. Si la calibracion del modelo se lleva a cabo en cada

instante, se puede escribir, con base en (7.8),

R(ET) = —— (/T ROT = )ds — Lo2(T — 1) + (T — t)) .

T —t
Es decir,
0 1 B(0,T) 1 2 9
R(t,T)= —1nB(0,t) — | —20°(T —t 7.16
1) = s - o (5G4 0P im0
o en términos de la tasa forward
1 B(O’T) 1 2 2
R(t,T)=—f(0,t) — | — =0“(T —t ) 7.17
1) =100 - i (BT ) < dP@ P (D)
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En la préctica, se utiliza len (7.16) o (7.17) la aproximacién

s, In B(0,¢t+ At) — In B(0, )
— t)= —1InB(0,t) =
7(0,1) = 2 B(0,1) N

con At pequena. Las cantidades que se refieren al tiempo cero, a saber B(0,t), B(0,t+ At)
y B(0,T) representan precios en un periodo anterior, ayer o hace unas horas, las cantidades
referenciadas al tiempo ¢ se consideran disponibles en el presente. Por ejemplo, con los
precios de mercado hasta el medio dia, el tiempo cero, y con la tasa corta de la una de la
tarde, el tiempo t, se genera la curva de rendimiento a todos los plazos T' — t. Si al dia
siguiente corremos el mismo proceso la forma funcional de hgo) no cambia, aun cuando en
el mercado se hayan presentado cambios, lo cual podria verse como una inconsistencia del
modelo. Sin embargo, en presencia de cambios hgo) puede cambiar de signo y el parametro
de volatilidad tiene que reestimarse. Este método de calibracién es muy popular y no se
puede pedir mas cuando se lidia con modelos con un solo factor de incertidumbre y sin
reversion a la media, es decir, con un solo Browniano.

7.5 Recuperacion de la tasa corta a partir de la curva de rendimien-
to

Observe que si v =T — t, entonces

1. /B(0,t+

lo que conduce a

In B(0,¢t —1InB(0,t
lim R(t,t +v) = = £(0,1) ~ lim — Ot+o)—WmBOY

v—0 ()

0
= —f(O,t) — EIHB(O,t) + e
= _f(oat)+f<07t>+rt

=T,
que era de esperarse.

7.6 Precio del bono cupén cero

A partir de (7.5) se sigue que

B(t,T) = exp {m (%) — (T - t)% In B(0,t) — %t(T — )2 — (T — t)} . (7.18)

En la practica, se puede emplear la aproximacion

= (353) () oo (0}
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Las mismas observaciones de (7.18) son validas

7.7 Tasa forward

Considere la identidad

T
/ f(t,s)ds = —InB(t,T) = R(t, T)(T — t).
t
Después de derivar la expresién anterior con respecto de T', se sigue que

f&,T)=R(t,T)+ (T — t)%R(t,T)

0 1 B(0,T
= —1InB(0,t) — ln( (©, >)—%02(T—t)2+rt

ot T—t B(0,t)
1 B(0,7T) d 1 2 9
1 — —InB(0,t) — 50°(T —t
+T—tn( (0t)> ot (0,2) = 5o )

o (T —t)? = 30(T — t)* + 1
O'2<T— ) —f—rt.

En virtud de (7.16), se cumple ahora

_9 1 BOT)\ 1 200 2
f(t,T)—atlnB(O,t) T—tln(B(O,t)> G0 (T —t)" +ry

hy = 8_Tf<0 t) 4+ o’t, (7.19)

de tal forma que

0
dr; = (8—Tf(0, t) + 02t) dt + cdWy.

De la misma manera, la curva de rendimiento satiface

1 T
R(t,T) = 71/ (if(O, s)+ 025> (T — s)ds — 20*(T — t)* + 1y
(7.20)
(Ot)——/ fOsds+102(T )% 4 e
Observe que
B(0,t:T) = o Jo 10 ds _ g {e‘fo re ds ;Et} . (7.21)

Dado que X ~ N(p,02) y E[eX] = BXI+2VarlX] i denotamos por 1(0,t) fo re ds,
entonces el valor esperado de (7.1) satisface

E{e—I(O,t)

cht} — ¢~ E(0,t)]+3 Var[1(0,t)]

47



Por lo tanto, de (7.21) se tiene que

_/0 £(0,5) ds = —E[1(0,1)] + LVar[1(0,1)]

t t
/ f(0,s) ds = / neds — %0216,
0 0

2
g

Equivalentemente

Es decir,

N|—=

nt:f(oat)+

En consecuencia,

t t
Tt:TO+/ (f(O,t)—i—%aQ)ds—i—a/ dW
0 0

Este modelo fue el primero de no arbitraje para la estructura de tasas de interés. Asi,
para una eleccién particular de la funcion 7, se tienen como resultado precios tedricos
de un bono cupén cero iguales a los precios de mercado en t. Esta técnica es también
conocida como ajuste de la tasa de rendimiento a precios actuales. El modelo supone que
existen bonos para todos los vencimientos y que los precios son dos veces diferenciables

con respecto al vencimiento.
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8. El modelo de Hull y White

Existen en la literatura otros modelos que se pueden calibrar con precios actuales, siendo el
caso de Ho y Lee el més sencillo. La mayoria de los modelos con un factor de incertidumbre
permiten calibrar la curva de rendimiento con los precios de mercado actuales. Si el modelo
no es del todo tratable, es decir, el modelo no proporciona una férmula explicita para los
precios de los bonos cupén cero, entonces se recurre a los métodos numéricos a fin de
encontrar soluciones aproximadas.

En el modelo de Vasicek, la dinamica de la tasa corta es conducida por la siguiente
ecuacion diferencial estocastica

dry = a(b — r¢)dt + odWy. (8.1)

Hull y White extienden este modelo para incluir un parametro dependiente del tiempo,
especificamente se supone que b es dependiente del tiempo, lo cual se denotarda mediante

bs, de esta manera
dry = a(by — ry)dt + odWy. (8.2)

Si se supone que a y o han sido estimadas por algin método estadistico, se desea ahora
. (0) : B . .
seleccionar b; 7, en el tiempo ¢ = 0, de tal manera que los precios de mercado y los tedricos

coincidan.

8.1 Tasa corta neutral al riesgo

Se supone que el precio de bono cupén cero, B(t, T), satisface la ecuacién diferencial parcial
de segundo orden, lineal y parabdlica:

0B | ,0°B 0B
or 727 Gz Talbe g — (83)
con la condicién final B(T,T) = 1. Dado que la ecuacién anterior no tiene derivadas

parciales cruzadas, se supone una solucién en variables separables de la forma:

B(t,T) = A®T) = DET), (8.4)

Claramente, en este caso, se cumple que A(T,T) = 0y D(T,T) = 0, ya que el valor
nominal del bono en el tiempo T, esta dado por

B(T,T) =1.

Al diferenciar B(t,T) en (8.4) se sigue que:

0B (0A 0D
— = (-7 B,
ot ( ot ot )

0B

— = —-DB,

8rt

9°B )
> = D’B.

ory
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Después de sustituir las ecuaciones anteriores en (8.3), se tiene que:
0A oD

E - Tt—at + %O’QDQ - a(bt — rt)D —ry=0. (8-5)
Dado que A y D son funciones de t y T, si se deriva (8.5) con respecto a r; se obtiene
oD
- D—-1=0. 8.6
5 T ¢ (8.6)
Equivalentemente,
oD
— =aD — 1.
ot

La solucién de la ecuacién diferencial anterior con condicién final D(7,7) = 0 estd dada
por

t
D(ta T) =D (T, T)e_a(T_t) — e_a(T_t)/ 6(I(T—s)ds

T
t
__aTt) / La(T—5) g (8.7)
T
1 — e—a(T—t)
S —
Por lo tanto, al sustituir D(¢,T) en (8.5) se obtiene
0A
0 :E — rt(aD — 1) + %Uzl)2 + CL(T’t — bt)D — T
0A 1 2.9
_E —|— 3 D — ath
En otras palabras,
0A
— =ab;D — %02D2,
ot

o bien,

En consecuencia,

t
A, T) :/ b (1 - e—“<T—S>) ds — 20—2@ —7)

T a

o2 [! o2 !
+ —2/ e"dT=9)qs — —/ e 20(T=9) g
a T 2@2 T

2

’ ( ) g
= — bs |1 — —T=8) ) s — —(t = T
/t < € > s 2a2( )

> —a(T—t § —2 —
0 a 0 a(T—t

a

(8.8)



Si se supone que a y ¢ han sido estimados por algiin método de inferencia estadistica y se
desea calibrar A(0,7T') con la curva de rendimiento actual, es decir, se desea encontrar bg,? )
tal que

T 2
P 1 3
A(O,T) = _/ bgO) (1 _ e—a(T—S)> ds + U_ (T + _e—aT . _e—2aT . _) .
0 a

2a2 2a 2a
Equivalentemente,
T 2
— / p(©) (1 — e_a(T_s)) ds + 0—2 T + ze_aT — ie_QCLT _ 3
0 2a a 2a 2a
=InB(0,7)+roD(0,7) (8.9)
1— —aT
=W B(0,T) +ro (L) ,
a

(0)

la cual es una ecuacién integral en b, . Una forma de resolver esta ecuacién integral es
calculando sus dos primeras derivadas. Para derivar (8.9) con respecto de T, denote el
integrando de (8.9), por un momento, como

g(T,s) = b (1 - e_a(T_8)> .

En este caso, la Regla de Leibnitz conduce a

T T P
g(T7 S)dS = / _g(T7 S)dS
0

aT J, oT

T
:a/ bgo)e_a(T_s)ds.
0

Por lo tanto, la derivada de (8.9) estd dada por:

T 2
0
—a/o pDea(T=5)qs + ;7 (1- 2¢ T 4 e_ZaT) =ox In B(0,T) + roae™*T.  (8.10)

T 0) . —a(T—s) o? a2 10 —aT
) bs e dszﬁ(l—e ) —Ea—TlnB(O,T)—TOG . (811)

Con el propésito de derivar nuevamente (8.10) con respecto de T', se define ahora
G(T,s) = bPea(T=s),
y en este caso la regla de Leibnitz conduce a la expresién
a [T "o oT 90
— [ G(T,s)ds = | —G(T,s)ds + G(T,T)— — G(T,0)—
o | s = [ s s 6 - e g

T
—a(T—s 0
= —a/o bgo)e (T=5)ds + bgﬁ).
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En consecuencia,
T 0 0,2 82
a2/0 pDe—alT=)qs — abgp) + — (1- eiaT> e T = 572 In B(0,T) — roa?e™ T, (8.12)
6
T 2 2
1 o 1 0
0) —a(T—s o (0) —aTl —aT —aT
/0 bg)e ( )dS_EbT —a—3(1—6 )e —a—QWIHB(O,T)—i—rOe . (8.13)
Después de igualar (8.13) con (8.11) se cumple que
2 2 2
©0) _ 92 —aT\ .—ar , 1 0 o —aT\2 0
bT —a—2(1—€ )6 +gwlnB(O7T>——<1—€ ) —8—T1HB(O,T)7

lo cual implica que

2 2 2
(O) 1 8 8 g —aT g —aT 2
= ~——=WmB(0,T) - —InB(0,T)+— (1 - —(1-
br a 0T2 nB(0,7) oT nB(0,T)+ a? ( ¢ )+ 2a2 ( ¢ )
1 02 0 o? —2aT
=1—f(o T)+ f(0,T) + L (1 —e2T)
aoT ’ ’ 2a2 ’

Para encontrar A(¢,T) a partir de (8.8), se escribe (8.14) empleando ¢ en lugar de T, es
decir,

2 2
__19 0 o 2at
by ) = —= v lnB(O,t)—atlnB(O,t)—i—QaQ (1—e2).

Por lo tanto, el término integral en la ultima igualdad de (8.8) satisface

T
/ b <1 - e_a(T_S)> ds
t
1 92 o) 2

T
— - v U_ _ _—2as __—a(T—s)
/t ( 52 5 In B(0, s) p In B(0,s) + 507 (1 e )) (1 e )ds

1 T 62 T 0
_ __/ (1 _ e—a(T—s)) — InB(0,s)ds — / (1 - e_a(T_S)> — In B(0, s)ds
a t aS t 85

2 T

+ 20'7 (1 B €—2as) <1 i e—a(T—s)) ds.

(8.15)

La primera integral de la dltima igualdad de (8.15) se calcula mediante integracién por
partes

t

. , (8.16)
—|—a/ e~ T=5) 10 B(0, s)ds.
‘ 0s
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La segunda integral en (8.15) satisface

4 )
/ <1 - e_a(T_s)> — In B(0, s)ds
t 85

o T 9
= / — In B(0, s)ds — / e~ T=%) _1n B(0, s)ds
: Os " 0s

T (8.17)
=1InB(0,T) — In B(0,t) —/ e—a(7=) 9 In B(0, s)ds
‘ 0s
T
=In 5(0.T) —/ e~ (T=s) 9 In B(0, s)ds.
B(0,1) . Js
Finalmente, la tercera integral estda dada por
T
/ (1 . 6—2(13) (1 B e—a(T—s)) ds
t
T
— / (1 N 6—2(15 N e—a(T—s) + e—a(T+s)> ds
t (8.18)
T 1 (e—Qat _ e—QaT) 1 <1 _ e—a(T—t)> X 1 (e—a(T+t) _ e—2aT>
2a a a
=T —t+ 1 6—2at . ie—QaT + le—a(T—t) + le—a(T—l—t) . l )
24 2a a a a
Después de sustituir (8.16), (8.17) y (8.18) en (8.15), se sigue que
T
/ bgO) (1 — eia(T*S)> ds
t
1 — e—a(T—1) T
= (6—) 211(1B(0,t) —/ e(T=s) — 0 In B(0, s)ds
a 875 t 8
- (8.19)
B(0,T
i (BOD) +/e%@@ In B(0, s)ds
B(0,t) t Os
a” 1 —2at 1 —2aT 1 —a(T t) —a(T—l—t)
- —t - — .
2 ( 2a 2a T a + a
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Por lo tanto,

T
A(t,T) = —/ b (1 - e_a(T_S)> ds
t

2
o 2 1 3
(7 —¢ 2 —a(T—t) -  —2a(T—t) 2
+ 2a? ( + ae Qae 2a

(B0 (2 2y

a (T iy iefZat - ieanT n lefa(Tft) " lefa(Tft) B 1)
a

a 2a 2a a a
n % (T iy %e—a(T—t) N %e—Za(T—s—t) N %)
—In (%) - (—1 - e_aa(T_t)) %IHB(O,t)
_ 0'723 <_e—2aT _em2at ) g —a(T—t) | ,~2a(T—t) | 26—a(T+t)> '
En conclusion,
A(t,T) =1n (1;((00,7::))) — D(t, T)% In B(0,t) — ;_23 (e — e—‘“t)2 (e** —1). (8.20)

Asi pues, una vez determinadas las funciones D(¢,7)y A(¢t,T) en (8.7) y (8.20), respecti-
vamente, la curva de rendimiento se calcula mediante

reA(t,T) — D(t,T)
T —t ’

R(t,T) =

lo que concluye esta seccion.
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9. Modelo Longstaff

Existe en la literatura una clase importante de procesos con reversién a la media para
el modelado del comportamiento de la tasa corta. Dicha clase estd representada por la
ecuacién diferencial estocastica:

dry = a(v — ri)dt + ordet (9.1)

en donde v y o son constantes positivas y {W;}+>0 es un movimiento Browniano estandar.

El término aleatorio en la ecuacién (9.1) tiene varianza a%fﬁ por unidad de tiempo, donde

B = 0.

Los casos en que a; = a, a = 1y 3 € {0, %} son de particular interés ya que son de
equilibrio general que pueden tratarse analiticamente. El modelo de Vasicek se obtiene
cuando 8 = 0 y el modelo de Cox, Ingersoll y Ross cuando 5 = % El modelo de Longstaff

se obtiene cuando a = 8 = %7 v=02/4a y a; = a. De esta forma
dry = (iaz — a\/r_t) dt + o/, dWy. (9.2)
Modelo Parametros v,at Proceso
Merton a=0 pg=0 w41 dry = pdt + odWy
(1970) a=1 p, o son ctes.
Vasicek a=1 B=0 b,a dry = a(b — ry)dt + odWy
(1977) a,b, o son ctes.
CIR a=1 g= % b,a dry = a(b —ry)dt + o/redW,
(1985) a,b,o son ctes.
Ho y Lee a=0 B=0 2, hy dry = hydt + odWy
(1986) o es constante
Hull y White a=1 /=0 be, a dry = a(by — r)dt + odWy
(1990) by, o son funcién del tiempo

Longstaft a=1 B= b,a dry = a(b — V/ry)dt + o/r, dW;
(1989) a,b, o son ctes.

N[

Tabla 9.1 Resumen de casos particulares de la ecuacién (9.1).
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El modelo de Longstaff también es de equilibrio general y proporciona una solucion
analitica. Este modelo se le conoce también en la literatura como el modelo de doble raiz.
Es importante destacar que modelos con valores 3 distintos de 0 y % no son muy populares
en la literatura debido a su complejidad. La tabla 9.1 presenta un resumen de los modelos
de tasas que se pueden derivar a partir de la ecuacién (9.1).

9.1 Solucién de la ecuacién diferencial parcial de Longstaff

Si r; es la tasa corta neutral al riesgo, es decir, el premio al riesgo es cero, entonces el precio
de un bono cupén cero, B(t,T), que se coloca en ¢t y que paga una unidad monetaria al
vencimiento T', satisface la ecuacion diferencial parcial de segundo orden y parabdlica:

OB 9*B _, 0B
5 + %027‘15 972 + (%02 — a\/rt) 8—” — B =0. (9.3)
t

Se propone una solucién de (9.3) en términos de variables separables como sigue:

B(t,T) _ 6A(t,T)—|—rtD(t,T)—l—C’(t,T)\/ﬁ. (94)
Claramente, A(T,T) = D(T,T) = C(T,T) = 0 ya que el valor nominal del bono esta dado
por

B(T, T) — eA(T,T)'FTTD(T,T)—i—C(T’T)\/ﬁ -1

Después de derivar parcialmente a B con respecto de ¢ y r; se encuentra que:

0B 0A oD oC
— Bl = — 4 — 9.5
ot (at+”at+ Ttm)’ (9:5)
0B C
— = D — 9.6
87“15 ( + 2\/7’75) ( )

Sl )] e

Si se sustituyen las expresiones (9.5), (9.6) y (9.7) en la ecuacién (9.3) se tiene:

0A n oD +\/_80 o2C +02Tt D+
at ot Vot T 8ym 2

(-0 (7)o

Después de desarrollar la expresién anterior, se tiene

)
2\% ) (9.8)

0A oD aC  o2C oy, 0%\ /ry o , o2

— — + r— — D DC + —C —D

ot Tt TV TR T2 D T TRt
a2C

C
+ —aD\/r_t—a?—rtzO.

N
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Equivalentemente,

oA oD  o2D? oC Co?
- - 1 (== _4)D
at+”<at+ 2 )J“/T_t[atJ“(z a) ]

n Co? a C—i—DUQ—O
8 2 4 7

(9.9)

Si se deriva con respecto de r¢, se tiene que

oD  o?D? 1 Joc Co?
ZLZ (= —4)D| =0 9.10
ot 2 +2\/_rt[8t +( 2 “) ] (9.10)

A fin de que (9.10) se cumpla para toda r; es necesario que se satisfaga

oD o?D?
T (9-11)
junto con
oC Co?

La ecuacién diferencial ordinaria (9.11) es del tipo de Riccatti. Retomemos la ecuacién
para obtener su solucién de manera analitica, esto es

oD o2D?
ot 2
(9.13)
oD(t,T) o2D?(t,T) .
ot 2 '
De la ecuacién (13), se tiene
/DW) dU (s, T) /td
= — s
prry 502U%(s,T) — 1 T (9.14)

=—(t-1T).

El lado izquierdo de la ecuacién (9.14), se puede reescribir como

D(t,T) D(t,T) dU
- = — 9.15
/o Qazuz / T (207 (6.15)

La integral que aparece en (9.15) se calcula mediante integracién por fracciones parciales,

esto es,
D(,T) du D(t,T) du

o7




Note que el integrando en (9.16) se puede reescribir como

1 B Ao n By
U+ (V2/0)) (U~ (V2/0)) U+V2/0 U—-+2/c

De lo anterior, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales

A0+BOZO
y
2 2
Vi Vi,
o g

La solucion de este sistema de ecuaciones es

Ao = =75 (9.17)
y
Bo= 57 (9.18)

Al sustituir (9.17) y (9.18) en (9.16), se tiene

D(t,T) dU B D(¢t,T) dU
/o (U2 = (2/07)) _/o (U + (V2/0)) (U= (V2/0))

U D(t,T) du D(t,T) dU
__ﬁ/o U+ (vV2/o) +2\/§/0 U - (v2/o)
~m U+ (V3/e) |y

0
D(t,T)
o]

el
+In|U - (V2/0)
A U - (\/5/0)

2\/5 U+ (\/5/0)

_ o ) D(t,T)— (V2/o)
2V/2 D(t,T)+ (V2/o)

D(t,T) — (V2/o)
D(t,T)+ (vV2/0)

D(t,T)

0— (\@/U)
0+ (V2/0)

}

g

= — 111
2v/2

(9.19)
Note que en la ecuacién (9.19) se ha considerado que D(T,T) =0y que In|— 1] = 0. Si se
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sustituye la ecuacion (9.19) en la ecuacién (9.15) y (9.14) , se tiene:

D(t,T) du D(t,T) dU
/D(T,T) %0’2[]2—1_/0 %02 <U2_< 1 >>

B 92 /D(t,T) dU
o2 U2 — %
o T @) .
2 o |DtT)- 2
S22 D, T) + 2

donde se ha supuesto que la cantidad que aparece dentro del valor absoluto es positiva.
Por lo tanto,

D(t,T) - 2
In (W) = V20 (T —t). (9.21)

De la ecuacién (9.21), se obtiene tiene

V2 |14 eV20(T-1)
Dt,T)=— |——]| . 9.22
1) = | (9.22)
Equivalentemente,
\/5 26\/§U(T—t)
Dt,T)=— |14 ———| . 2
( ’ ) o T 1— 6\/§U(T—t) (9 3)

La funcién D (¢, T') satisface la ecuacién diferencial (9.11). Sin embargo, observe que (9.23)
no cumple la condicién final D(T,T) = 0. Por lo tanto, se retoma la ecuacién (9.20)
suponiendo ahora que el argumento del valor absoluto es una cantidad negativa, lo que

conduce a
22— D(t,T)

(o2

Al despejar D(t,T), se tiene

\/5 1— e\/§cr(Tft)
DtT)=—|————|. 9.25
R (9.25)
o
\/5 26\/§G(T—t)
Dt T)=—|1— ——F++~—|. 2
=2 2 (9.20
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Esta funcién satisface la ecuacién diferencial (9.11) y cumple la condicién D(T,T) = 0.
La solucién obtenida, D (¢,T), se sustituye en la ecuacién diferencial parcial (9.12), lo cual

lleva a
oC Co?
— =la— — | D,
ot 2

:<a_0_02>£

NVEo(T—1) (9.27)
2 o

1+ eV20(T—1)

La ecuacién diferencial (9.27) es de variables separables, asi

/CW) dU(s,T) _ V2 /t 1—eV2o(T=9) 1
_ _—_— S
cary () —a o Jr

14+ eﬂa(Tfs)
Al resolver la integral del lado izquierdo de la ecuacién (9.28), se tiene que

C(t,T) du C(t,T) dU
_/0 (USQ)—G__/O 5 [U - 2]

(9.28)

0—2
_9 2 C(t,T)
= — ln U— —
o2 o2 0
— 2a 2a
—2 |& —C(tT)
= —In|Z
o? 2a/0?
_ —_2 In 2a — ozc(t,T)
o2 2a
2 (2 —o2Ct,T)\ "
= —1In ,
o? 2a

donde se se ha tomado en cuenta que C(T,T) = 0 y se ha supuesto que C(t,T) < 2a/o?.

Por lo tanto,
cn  qu 2 2
0 (_2 )—a o 2a — 02C (¢, T)

Considere ahora el lado derecho de (9.28), y defina el cambio de variable U = 1+e\/§U(T*S),

entonces
dU = —\/iaeﬁa(T_s)ds
= —V20(U — 1)ds
asi V3
(1) e
\/—/ ds = —/ —dU. (9.30)
1+6\/_U(T s) o2 TU(U—l)
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El lado derecho de la ecuacién (9.30) se resuelve por fracciones parciales, esto es, se desea
determinar A, y B; tales que

U-2 A By Ai(u—1)+BU

S =
UlU -1) U U-—-1 UlU -1)
Es decir,
A1+ B1 =1
y
A1 =2

Por lo tanto,

1 [t -2
—2/ U—dU:i/—dUJr al
o2 Jr UU —1) o2 U-1
1
== 21n‘1—|—e\/_a(T S) ln‘l—l—e‘/_U(T s) _ 1
o T
:% 2<1n‘1+e‘/§0(T_t) —ln2)—ln eV? ]
g T
[ (1 evmroy’ ©31)
= — |In neV2e(T—1)
o2 4

L [(1evEern)”

PSRl IV

Si, por un lado, se sustituye (9.31) en (9.30) y, por otro lado, se sustituyen (9.29) y (9.30)
n (9.28), se tiene que
1+ e\/ﬁa(T—s)

/CW) dU V2 /t
cor (%) —a o Jr
(1+ eﬁa(T—t)>2 (9-32)

2 | 2a |
— In = —ln
o2 2a — 02C(t,T) o? 4eV20(T—t)

1 — V20 (T—s)
‘ ds

Al despejar C(t,T) de la ecuacién anterior, se tiene que

y <1 B 6\/—0'(T t))

C(t,T)= 2 | T vy

(9.33)

Observe que C(t,T) < 2a/o? y que si t = T, entonces C(T,T) = 0. Se puede verificar, de
manera sencilla, que (9.25) y (9.33) cumplen con (9.12).
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Ahora bien, si se sustituyen (9.11), (9.12), (9.26) y (9.33) en (9.9), se obtiene que

oA 02 (1 B ea(T—t)/ﬂ)4 02 (1 B ea(T—t)/ﬂ)z

+ 5 —
ot 9 (1 + eﬂrf(T—t)) o2 (1 + eﬁff(T—U)

n 7|y 2¢V20(T—1) B
2v/2 14 eV20(T—1) B

La expresién anterior se puede reescribir como:

0A a? <1e‘/§”(Tt)>2 o [ 92¢V20(T—1) ]

(9.34)

ot 202 1+ eV20(T—t) B 24/2 B 1+ ¢V20(T—1)

Por lo tanto,

2
a2 t 1— 6\/§J(T—s) p t 26\/§U(T—s)
At T) = — —— | ds — —= 1— ds. 9.35
0= [ () s [ e 4 )
Para calcular la primera integral, del lado derecho de la ecuacion anterior, se define el

siguiente cambio de variable sea u = 1 + ¢¥27(T=%) de donde du = —v/20 (u — 1)ds =
V20 (1 — u)ds. En consecuencia,

i /t @-w? @ /t U-dutu®), (9.36)
2o Jr (=) T aes Jr ()
La integral, del lado derecho de (9.36), se calcula por fracciones parciales. Esto es,
(4—4u+u?®) Ay By Oy
u?(1 — u) u? u 1—u
Ay +u(By — Ay) + u*(Ca — By)
u?(1 — u)

La solucion del sistema generado es Ao =4, B, =0, y Co = 1. Por lo tanto,
2 t 2 2 gt t
4 —4 4 1
a /( _ u—i—u)du: a /—Qdu—}-/ du]
2v203 Jp  u?(1l—u) 2v/203 | Jr u r1—u

2 - t 4 t 1
LJT u T U — 1

a? [ 1 t
= )
2v/ 203 (1 + eﬂU(T—S))
t
T]

— In (6\/§U(T78))
V242 a? a®(T —t)

+ —
o3 (1 + eﬂU(Tt)) V207 20

a

2v/203

T (9.37)
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A continuacién se calcula la segunda integral que aparece en (9.35), es decir,
o t | 26\/§U(T—s) e — o2 \/>/ 26\/_0(T s) 1
2 Jp L+ o2oT—s) | 77 74 14 oV2oT—s) | "

o2 \/‘ oV20(T—s) 1
T / 1+ efa(T—s> §
<1 +e\/§a(T—t))2 (9.38)

46\/§J(T—t)

260(T—t)/\/§
Ca (2
1_’_6\/§U(T7t)

Note que la integral que aparece en la segunda igualdad de (9.38), ya fue resuelta en (9.30).
Por 1ltimo, si se sustituyen las ecuaciones (9.37) y (9.38) en (9.35), se obtiene que

=——In
4

2) U(T—t)/ﬁ 2 2 T — ¢t
A(t,T)z%ln( ‘ L L)

1+ eV20(T—1) * V203 202
V3 (9.39)

o3 (1 + 6\/§J(Tt))

La expresion anterior se puede reescribir como:

2 2 2
A, T)=11n R (A N
’ 2 14+ eV20(T—1) V203 2v/2 202
V242 (9.40)

o3 <1 + 6\/§U(T—t)>

Claramente, si t = T, entonces A(T,T) = 0.
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9.3 Estructura de plazos del modelo de Longstaff

La estructura de plazos en este modelo esta dada por:

InB(t,T) —rD(t,T)—A@RT)—C(t,T)/rt
T—t T —t '

Puede vericarse, facilmente, que

R(t,T) = —

9.4 Estimacién de parametros

(9.41)

(9.42)

Recuerde que la ecuacién diferencial estocastica del comportamiento de la tasa corta esta

representada por: ~
dr; = (iaz — a\/r_t) dt + o/r, dWy.

(9.43)

Considere el cambio de variable X; = 24/r,. Se calculan las parciales de primero y segundo

orden de X; con respecto a ry. Esto es,
00Xy 1 2

ore Vo Xi

’Xy 11
87‘? __27”t\/7"_t__7“tXt
y
Xy
2

El lema de It6 conduce a

dX; = [ — 20° —
! ( o T on, (10— avi) Fgetn 12

)dt—l—a\/_

2 -1 X 2
= — dt — —dW
(Xt< a\/_)—i- 50 rt (TtXt)> +o 5 X, t
1 5 2ayr 1,
= — — dt dw
(2Xta X,  2X, todW
= —adt + odW;.

Por lo tanto
Xt — Xt—1=—a+uy

donde u; ~ N(0,02). Por lo tanto,
E[Xt - Xt—l] = —a

t=1,2,...,N,

y
Var[Xt — thl] = 0'2.

(9.44)

(9.45)

(9.46)

(9.47)

Asi pues, SiY; = X — X;_1, los estimadores de a y o se obtienen a través de las siguientes

ecuaciones

R
=

Il

)
«

o
I
MR
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10. Modelo Brennan y Schwartz de dos factores

En el modelo de Brennan de Schwartz la determinacion de la curva de rendimiento no sélo
considera la dindmica de la tasa de interés de plazo mas corto disponible en el mercado,
sino también el comportamiento la tasa de interés de plazo mas largo con que se cuenta
en el mercado. La dinamica de estas tasas se especifica a través de un sistema de dos
ecuaciones diferenciales estocasticas.

10.1 Bonos “consol”

Un bono “consol” es una perpetuidad, es decir, es un instrumento de renta fija que paga
peridodicamente un cupén por siempre. En 1815, el gobierno britanico colocé un monto
considerable de bonos de consolacién (“consol”) a fin de liquidar la deuda en que incurrié
durante la guerra contra Napoleén. Estos bonos recibieron el nombre de bonos de conso-
laciéon porque su propédsito era dar consuelo a aquéllos con los que el gobierno britanico
tenia adeudos.

De esta manera, si un bono de consolacién paga en cada instante un cupén c y se
descuenta a una tasa by = R(t,00), entonces su precio C(t,bs, 00) al tiempo ¢, estd dado
por

> C
C(t, by, 00) :/ ce b5t qg = — (10.1)
t t

Alternativamente, un bono de consolacién paga cAs unidades monetarias durante As
indefinidamente, asi el precio C (¢, bs, 00) estd dado por

[e.e]

C(t,bi,00) = lim e b (cAs), (10.2)

donde el intervalo [0, 00) se ha dividido en pequenos subintervalos de longitud As. Por
ultimo observe que

AC

At
ya que el bono de consolacién paga cAs unidades monetarias cada intervalo de longitud
As.

:C7

10.2 Fundamentos del modelo de Brennan y Schwartz

A continuacién se presenta una versiéon simplificada del modelo de Brennan y Schwartz.
Se supone que la tasa corta, ry = R(¢,t), y la tasa larga, by = R(t,0), es decir, las tasas
de interés de plazos mas corto y mas largo en el mercado, respectivamente, satisfacen el
siguiente sistema de dos siguientes ecuaciones diferenciales estocasticas:

d7’t = a(b — Tt)dt + T’tO'th,

(10.3)
dbt == thédt + btﬂth

Se supone también que los factores de riesgo se encuentran correlacionados entre si, de tal
manera que
AW, dV; = pdt.
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Si B = B(r¢, b, t,T) denota el precio de un bono cupén cero que paga una unidad mone-
taria al vencimiento T, el cual depende de r; y b, se tiene que

dB 8B—+aB (b )+8 b
=|— + —aloy—7r — 0t
ot | or, -t YT gp,
9’°B 5 5 9’B , , 9’B
2pri0b dt 10.4
(art ot + 2+ 2omos (10.4)

+8B dw +8 b:3dV.
o -
a1y t t b, t

Si se denota la componente de tendencia de (10.4) por vp, se sigue que

0B 0B
dB = vpdt + a—rtUth + a—btﬁth (105)
Tt t

10.3 Condicion de no arbitraje
Con el proposito de caracterizar el equilibrio entre rendimientos de bonos de diferentes
fechas de vencimiento, considere un portafolio con w;, i = 1,2, 3, unidades de bonos B; =
B(re, be,t,T;), i = 1,2,3, con fechas de vencimiento T;, i = 1,2,3. En este caso, el valor,
II;, del portafolio esta dado por:

Ht == w131 + ’UJQBQ + wng, (106)
y el cambio en su valor, por fluctuaciones propias del mercado, se calcula mediante

dIl; = w1dBy + w2dBs + w3dBjg. (10.7)

Si se sustituye el cambio en el precio de cada bono, se obtiene:

0B1
dIl; = wq (l/Bldt + 5

rtoth + —btﬁth)
Tt

0B

+ wo (Z/Bzdt + or QTtUth + —btﬂth>
Tt

0Bs3

+ w3 (VBsdt + )
ory

’I“tO'th + —btﬁth (10 8)

= (wivp, + wovp, + wavp,)dt

dWy

0B OBy
+ wla T‘to’—i—wga rta—i—wg rto'

P e ux o)
)

OB OB
+< T2 5.8 + we thﬂ+w3 btﬂ av;.

8b 0by
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La tasa de rendimiento del portafolio, dIl;/Il;, sera libre de riesgo si las w;, i = 1,2, 3, se
seleccionan de tal manera que los coeficientes de los factores de riesgo dW; y dV; son cero,
esto es, si se cumplen simultaneamente las dos siguientes ecuaciones:

831 832 aB3
w1 70 + Wwo r+0 + w3 rio = 0,
aTt 6 Tt 87“,5 (10 9)
981, 54+ 0,282, 4 —8331)/3 0. |
w w w =
1 b, t 2 b, t 3 b, t

Por otro lado, a fin de evitar oportunidades de arbitraje libres de riesgo, es necesario que
la tasa de rendimiento sobre este portafolio sea igual a la tasa de interes libre de riesgo r;.
Por supuesto que r; es variable, de hecho es estocastica, pero al tiempo ¢t es completamente
conocida. En consecuencia,

wivp, + wovp, + wW3vVp, = T.

Equivalentemente,
wivp, + wavp, + wavp, = r(wy + wa + w3) (10.10)
Por lo tanto, se tiene que
wi(vp, —re) +walvp, — 1) +ws(vp, —re) =0 (10.11)

Las ecuaciones (10.9) y (10.11) se pueden escribir en forma matricial como:

883;1 T+0o %62 0 %63 T+O w1 0
G G2bs GPsns | [ w2 | = [0 (10.12)
VB, — Tt VB, — Tt VB — Tt w3 0

Observe que si el de terminante de la matriz es distinto de cero, entonces el sistema tiene
como Unica solucién la solucién trivial, es decir, w; = wy = w3 = 0. Lo que se busca es
una solucién no trivial, por lo que las filas de la matriz en (10.12) deben ser linealmente
dependientes, entonces existen A, y A\ tales que:

0B, 9B,
v, =r¢+ o, Tt0 Ay + a_btbtﬁ)\b’
vp, =T+ BQW—A,, + @btmb, (10.13)
Tt 8bt
0Bs3 0Bs3
VBy = Tt + o, reo A + b, —b:BNp.

Dado que estas ecuaciones son idénticas para cualquier fecha de vencimiento, se tiene que

0B 0B
B =Tt + —TtO')\r + —btﬂ)\b (1014)
87’15 8bt
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es independiente del vencimiento T'.

10.4 Premio al riesgo de un bono de consolacion

En particular, la ecuacién (10.14) se cumple para un bono de consolacién que paga cupones
¢ = 1y cuyo precio 1/b; es independiente de r¢. Asi, si B(r, by, t,00) = C(t,by,00) = 1/by,
se tiene que

OB 0*°B  9°B

—_— = 5 = = 07
8rt 8rt 8rt8bt
0B _ 1 (10.15)
by b2’ '
9’B 2
av? b}’
Asimismo, 9B/dt = 1 ya que el bono de consolacién paga continuamente una unidad
monetaria. Observe ahora que, por un lado, a partir de (10.4) se tiene que
OB 10%°B 5 ,
vp — 1 + —thZ + 5_2bt/3
9 (10.16)
a p
=l1-—=4+—.
( by by )
Mientras que, por otro lado, a partir de (10.14), se tiene que
+ 8Bb BA
vg =r —
B t 8bt t b
3 (10.17)
= <7”t — —)\b) .
by
Después de igualar (10.16) con (10.17), se obtiene
—1)b — 32
Ay = T Db o - 87 (10.18)

g

10.5 Ecuacién diferencial parcial del precio un bono que depende
de las tasas corta y larga

Dado que la prima al riesgo de mercado no depende de las caracteristicas especificas del
instrumento que se utilizé para calcularla, la prima debe ser la misma para cualquier bono.
Después de sustituir (10.18) en la ecuacién (10.14), se obtiene

ot 2B+ & [(re — 1)by — B2] by + 9B (10.19)
VB = P e - - —ab;. _
BT gy T gy, N K NPTV
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De lo anterior, se tiene que

0B 0B 0B
—ab; = — —TOA — T — —— — 1)by — B2) by
(%a t = VB aTTtU T Oy ((V’t )t 5) t

Al sustituir (10.20) en (10.4), se sigue que

OB 0B dB
dB =|— + —[a(b — 1) — 1o\, - — —1)b; — 3%)b
|:at + aT‘t [CL( Tt) rto ]+VB Tt abt ((Tt ) t 6 ) t
L1 9°B 2 8QBb2ﬁ2+2 b, 0B &
2\ p2 7 T g2 ot o,

+ OB dW; + 8Bb BdV,
or riodiVy b, t t-

Si la tendencia de (10.21) se iguala a r;B, entonces

0B 0B 0B 9 9
— + —a(b; — — A — by — —1)b
T + ors [a(by — 1) — reoAy] + b, (ﬁ ¢ — (re ) t)
9’B d’B 9’B
1 2 2 252 .
5 (WTtO' ‘f—a—b?btﬁ +2p’l”t0'btﬂarabt) +VB—<].+B)Tt—0,

y asi (10.21) se transforma en

0B 0B
dB — TtB - —’I”tO'th + —btﬂth
or 8bt

(10.20)

(10.21)

(10.22)

Note que en la ecuacién (10.22) no aparece el premio al riesgo \p. Falta, por supuesto, la

estimacion de el premio al riesgo \,., la cual puede ser una tarea complicada.
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11. El modelo de Black, Derman y Toy

El Modelo de Black, Derman y Toy (BDT) es un modelo titil en la valuacién de productos
derivados sobre bonos cupon cero. La dinamica de la tasa corta es modelada, en términos
de su logaritmo, a través de una ecuacién diferencial estocastica, que en el caso de media
y volatilidad constantes conduce a un modelo del tipo de Vasicek. Asimismo, en este
capitulo, se presenta un algoritmo, desarrollado por BDT, para determinar la dindmica
de la tasa corta y los precios de bonos cupon cero a distintos vencimientos. El algoritmo
requiere como informacién inicial una curva de rendimiento y “una estructura de plazos de
la volatilidad”. Por tltimo, a manera de ilustracion, se desarrolla una aplicacién detallada
del algoritmo de BDT.

11.1 Dinamica de la tasa corta con un solo factor

En esta seccion se presenta el modelo de BDT con un solo factor. En el modelo, la tasa
corta se distribuye como un proceso lognormal, lo que evita que las tasas de interés se
tornen negativas. Sin embargo, es importante destacar, que el modelo mantiene ain una
desventaja, a saber, que para ciertas especificaciones de la funcién de la volatilidad, la tasa
corta puede no presentar reversién a la media. Ademas, debido a que la tasa corta sigue
un comportamiento lognormal, no es posible, en general, contar con una solucién analitica
del precio del bono para un vencimiento dado. En este sentido, Black, Derman y Toy han
propuesto un algoritmo de valuacion que se presenta, en detalle, en el transcurso de este
capitulo.

El modelo de BDT supone que la dindmica de la tasa corta es guiada por la siguiente
ecuacion:
re = etV (11.1)

donde pu; es la media de la tasa corta al tiempo ¢, o es la volatilidad de la tasa corta al
tiempo t y Wy es un movimiento Browniano estdndar, es decir, W; ~ N (0,t). La ecuacién
(11.1) puede reescribirse como

ry = empetoe. (11.2)

Otra forma alternativa de escribir la expresion anterior esta dada por
lIl’I"t :ln,ut—l—O'tWt, (113)
a partir de lo cual, se obtiene que

o lnrg —Inpy

L = (11.4)

0t

Es decir, la diferencia logaritmica de r; con su media, por unidad de volatilidad, se dis-
tribuye normalmente con media cero y varianza ¢.
Una simple aplicacion del lema de [to al logaritmo de la tasa corta conduce a

dlnr, 10%lnry olnry
dlnr, = - dt dw,. 11.5
nr ( ot 2wz )T aw, (11.5)

Observe también que

0ln Tt 0ln Mt 80‘75
— W [
ot o o

(11.6)
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(91117’15

— 11.7
ow, ¢ (11.7)
Y 2
8 th’t
—— =0. 11.8
oW 2 ( )

Si se sustituyen las derivadas parciales (11.6), (11.7) y (11.8) en (11.5), se obtiene que

ot ot

o0l 1 —1 0
dlnr, = { n#t+(nrt th) Ot
ot

:| dt—f—atth. (119)

Por otro lado, es facil verificar que

1 (90’15 811’10’15

— = . 11.10
Ot ot ot ( )
Por lo tanto, después de sustituir la ecuacién (11.10) en (11.9), se sigue que
o1 o1
dlnr = |22 C2% Iy — Inry) | dt + o dWe. (11.11)

ot ot

En conclusidn, la ecuacién diferencial estocdstica (11.11) representa la dindmica del loga-
ritmo de la tasa corta en el modelo de DBT. Es conveniente introducir la siguiente notacién

alnat
at = — ’
ot
bt :lnut7
- 81H,U,t
Tt = ot
y
Xt = 1I17”t. (1112)

Si se sustituyen todas estas definiciones en (11.11), se tiene que
dXy = [y + ag (be — Xy)] dt + o dWy. (11.13)

Observe, en particular, que si o4 y u¢ son constantes, entonces a = 0 = a. De esta manera,
la ecuacién (11.13) no presenta reversion a la media. En este caso, la ecuacién (11.11) se
transforma en

leT’t :atth, (1114)

equivalentemente,
1I1Tt = IHTO + Ut(Wt — Wo),

re = roeWe. (11.15)
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Por otro lado, si se supone que la volatilidad decae a una tasa positiva, entonces se pro-
ducira el efecto de reversion de X; a b;. Por ejemplo, se puede suponer que la volatilidad

decae como
at

oy = oge
donde a > 0. De esta manera,
0ln gt
- =a.
ot
Por lo tanto,
dXt = ['yt—l—a(bt—Xt)] dt—l-O’tth. (1116)
Si ademas se supone que el logaritmo de la media de la tasa corta es constante, es decir
Inpy = b, o bien py = e®, entonces
01n Mt
= = 0.
. ot
Por lo que la ecuacién (11.16) se transforma en:
dXt:a(b—Xt)dt—i—atth. (1117)

Esta ecuacién es, claramente, del tipo de Vasicek. A partir de (11.17) es posible estimar,
a través de regresién lineal simple, los parametros a y b. Si los estimadores de estos

pardmetros se denotan mediante @ y b, respectivamente, entonces

~

at

ot = ope
y ~
Bt = e’
Por lo tanto,
ry = ebtooe” VI, (11.18)

donde & ~ N (0, 1).

11.2 El algoritmo de BDT para calcular el precio de un bono cupén
cero y la tasa corta

A continuacion se presenta el algoritmo de BDT para calcular el precio de un bono cupén
cero a diferentes plazos y la tasa corta a través de arboles binomiales con base en las
estructuras de plazos de la tasa de interés y de la volatilidad. Para ello, se supone que la
tasa corta sigue una distribucion lognormal, en particular, la tasa corta sigue una ecuacién
del la forma (11.1). Con el propésito de ilustrar el funcionamiento del algoritmo, se supone
solamente un horizonte de valuacién de 4 anos. Asi, para iniciar el algoritmo, se requiere
de la informacién que aparece en la tabla 11.1.
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Estructuras de plazo iniciales
No. de anos para | Rendimiento | Volatilidad
Madurar R(0,T) a(0,T)
1 R(0,1) a(0,1)
2 R(0,2) 2(0.2)
3 R(0,3) a(0,3)
4 R(0,4) a(0,4)

Tabla 11.1 Informacién inicial

En el algoritmo de BDT, se supone que al final del ultimo periodo el bono cupén cero
siempre paga una unidad monetaria, independientemente de la trayectoria tomada en el
arbol. De esta manera, el precio del bono se calcula yendo hacia atras, es decir, se trae
a valor presente el valor esperado del precio del bono con la tasa de interés correspon-
diente. La tasa corta es la tasa de interés anual y ésta se calcula yendo hacia adelante. A
continuacion se ilustra este procedimiento en detalle.

11.2.1 Paso 1 del algoritmo de BDT

En este primer paso, identificado con el superindice “(1)”, se determina el precio de un
bono cupén cero hoy, n = 0, y que vence en un ano ,7" = 1. El precio spot del bono, hoy, es

denotado por Bél) Los dos posibles precios del bono en n = T = 1, se denotan mediante

(1) B((il) El arbol binomial inicial se muestra en la figura 11.1.
BV
/p
B{"
N 1-p
B{"

Figura 11.1 Arbol binomial inicial.

Si se supone que el bono siempre paga una unidad monetaria en el vencimiento, entonces

es posible calcular Bél). En efecto, sean B( ) — =1y B((ll) = 1, con probabilidades p y
1 — p, respectivamente. De ahora en adelante, todab las literales que tengan una tilde
seran consideradas como cantidades conocidas. Claramente, el precio esperado dentro de
un ano, en 7' =1, es

B[ B§" [ TM] =pBM + (1 -p)BYY =1, (11.19)

donde Z(M es la informacién disponible en T = 1. Este valor esperado traido a valor
presente, proporciona el precio spot del bono hoy, n = 0, es decir,

§(1) B E| B | 1(1)] B 1

— = , 11.20
0 1+ R(0,1) 1+ R(0,1) ( )
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donde R(0,1) es la tasa del bono que madura al ano. Asi, §(()1) = B(0,1) tiene ahora un
valor conocido. El arbol binomial para el precio de un bono cupén cero que al final del
periodo paga una unidad monetaria, se muestra en la figura 11.2.

B =1
/p
BSY
N1-p
B{M =1

Figura 11.2 Precio spot de un bono cupoén cero que vence en un afo.

11.2.2 Paso 2 del algoritmo de BDT

A continuacién se determina el precio, hoy, de un bono cupén cero con madurez a dos

anos, T' = 2, B(()Q), a partir de precios futuros. Para relacionar los precios futuros con los
precios de hoy se utiliza un arbol binomial de dos periodos. En la figura 11.3, se muestra
el arbol binomial de precios del bono cupon cero. En este caso, hay dos periodos: de n = 0
an=1,yden=1an =2, asi como una fecha de vencimiento T' = 2.

B? =1
/b
B
/' p N\ 1-p
5 B = 5% =1
No1-p
B
N\ 1-p
B =1

Figura 11.3 Arbol binomial de dos periodos del precio de un bono cupén cero.

Observe que en la figura 11.3, no se conocen los precios del bono paran =0y n =1, es

decir, no se conocen B(()Q), BL(LQ) y Bc(l2), los cuales se tienen que determinar a través del

algoritmo. A partir de la estructura de plazos de la tasa de interés, tabla 11.1, se calcula
(2)

el precio de un bono cupén cero, hoy, con madurez a dos anos, By”’. De esta manera, y
como era de esperarse,

B[ B | 7P =p*B2 +2p(1 - p)B®) + (1 - p)?BY) = 1. (11.21)
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Asi,

E[ B | 7]
1+ R(0,2)
1
(1+ R(O, 2))2

B _

(11.22)

por lo que B3 = B(0,2) tiene ahora un valor conocido. A continuacién se calcula el precio
del bono dentro de un ano cuando tiene madurez de dos anos. Para ello, se necesita
determinar la tasa corta dentro de un ano. En la figura 11.4 se muestra el arbol binomial
de los precios de un bono cupoén cero que vence en T = 2.

B =1
/'
B
/" p N\ 1-p
G B =5 =
Nil-p p
B
N\ 1-p
B =1

Figura 11.4 Arbol binomial de dos periodos.

Note que el precio del bono 502), Eﬁ?, Efj} y E((ii) son todos ellos conocidos. Observe

también que para calcular BL(LQ) y B((f) se requiren los valores de la tasa carta r, y rq. El

arbol binomial para la tasa corta se presenta en la figura 11.5.

Tu

/'p
R(0,1)
N1-p
rd

Figura 11.5 Arbol binomial de un periodo para la tasa corta.

A continuacién se procede como en la ecuacién (11.19) a fin de determinar el precio espe-
rado del bono en un ano, esto es

BB | M) = BPp + BP (1 - p). (11.23)

75



El valor esperado del precio del bono dentro de un ano, cuando tiene vencimiento en dos
anos, traido a valor presente, es decir el precio spot del bono, satisface

B p+BP(1-p)
1+R(0,1)

B = (11.24)

donde R(0,1) es el rendimiento de un bono que madura en un afo y §62), el cual fue

calculado en la ecuacién (11.22) del paso 1. Observe que BY y Bc(lz) son cantidades

desconocidas, para calcularlas se procede como sigue. En un arbol binomial estandar se
tiene que

ry = ¢?OTIVT/n (11.25)
y
rg =e 0DV (11.26)

donde n representa el nimero de periodos en el arbol binomial y 7' la fecha de madurez
del bono. Después de tomar el cociente entre r,, y r4, se tiene que

In (%) = QU(O,T)\/g. (11.27)

Si se despeja o(0,T) de la ecuacién anterior, se obtiene

1 o

asi,

ry = 1ge” O T/n). (11.29)

Observe, en particular, que si T' = n = 2, se obtiene

7(0,2) = ~In (T—“) , (11.30)

2 rd

o bien

ro = rqe2?02), (11.31)
Por otro lado, observe que el precio de un bono cupén cero Bff) dentro de un ano que
paga una unidad monetaria dentro de dos anos, traido a valor presente a una tasa corta,
ry, estd dado por

1
p@__* 11.32
v 1+7r, ( )
Anélogamente, para Bc(iz),
2 _ _1
B2 _ _ 11.33
d 1+rg ( )
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Si se sustituyen (11.32) y (11.33) en la ecuacién (11.25), se tiene que

5@ _ Byup + Ba(1 —p)
0 1+ R(0,1) (11.34)
_(4r) p+(I4ra) (1=p) |
B 1+ R(0,1) '
Si ahora se susutituye (11.29) en la ecuacién (11.34), se sigue que
. 1 201\—1 1 —1 1 —
Béz) _ (L+rae™) 7 p+ (1 +7ra)” ( p). (11.35)

R(0,1)

Recuerde que R(0, 1), §(()2) y 0(0,1) son valores conocidos. Por lo que la ecuacién (11.35)
se puede reescribir como una ecuacién homogénea cuadratica,

r24brg+c=0 (11.36)

donde b y ¢ son cantidades conocidas. Esta ecuacién, para un valor fijo de p, proporciona,
una solucién de rq4, denotada por r4. Al sustituir este valor en la ecuacién (11.31), se tiene
que

T = 7qe27 (D (11.37)

es también una cantidad conocida. Con los valores de r, y 74 calculados en (11.36) y
(11.37), respectivamente, se calcula los precios BY y Bc(iz) de (11.32) y (11.33), mediante

s 1 s _ 1
B —_— - = B —_— = . 11.38
d 1+""d y u 1+Tu ( )

El arbol binomial de dos periodos de los precios de los bonos cupén cero, completamente
determinados, se muestra en la figura 11.6.

B® =1
S p
5
S p N\ 1-p
5 5@ _ 5@
Nol-p p
5O
N\ 1-p
-1

Figura 11.6 Arbol binomial de dos periodos del precio de un bono cupén cero.
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Observe ahora que ya se conocen los precios del bono paran =0y n = 1 con el supuesto
de que en T = 2 el bono vence pagando una unidad monetaria. Ademas, se han calculado
los valores de la tasa corta como se muestra en el arbol binomial de la figura 11.7.

Tu
/"
R(0,1)
N1-p

rd

Figura 11.7 Arbol binomial de dos periodos de la tasa corta.

11.2.3 Paso 3 del algoritmo de BDT

A continuacién se construye el drbol binomial en dos periodos de la tasa corta. El arbol
binomial de dos periodos para la tasa corta se presenta en la figura 11.8.

Tuu
/' p
Tu
S p N\ 1-p
R(0,1) Tud = Tdu
No1-p
rd
N\ 1-p
Tdd

Figura 11.8 Arbol binomial de dos periodos para la tasa corta.

Observe que ahora hay tres tasas cortas desconocidas 7y, rug ¥ 7dd, ¥ S6lo se cuenta con
dos fuentes de informacion: la tabla 11.1 y las tasas r,, rq. Para resolver este problema,
se consideran los supuestos basicos del modelo de BDT, en cuyo caso

(0,2) = — m(rﬂ): ! 1n(7ld> (11.39)

9 % Tud 2 % Tdd

In (M) = In (M) . (11.40)
Tud Tdd

rag = 2L (11.41)

lo cual implica

En consecuencia,



El arbol binomial de tres periodos del precio de un bono cupén cero se muestra en la figura

11.9. Se puede observar que no se conocen los precios de los bonos B(()g), qug), B((i?’), Bﬁ’},

(3) (3)
B.a Y Bad -

B, -1
/
5
/! N
B B, =1
/ N /
3 3
5y 5
N /! N
B B
N /!
3
Bl
N\
~(3
Bz(idzi =1

Figura 11.9 Arbol binomial de tres periodos del precio de un bono cupoén cero .

Al igual que en el caso del arbol binomial de un solo periodo, se determina el precio del
bono cupén cero al inicio del arbol binomial. En este caso, el bono paga una unidad
monetaria al final del tercer ano. El precio del bono en el presente se calcula trayendo a
valor presente dicha unidad monetaria, esto es,

E[ Bg” | 7
(1+ R(0,3))3
1

B =
(11.42)

~(3 . . .
De esta manera Bé ) es ahora una cantidad conocida. Por otro lado, observe que los precios

de los bonos cupén cero Bq(i), szi) y Bg;) dentro de dos anos, n = 2, y que pagan una

unidad monetaria dentro de tres anos, T = 3, traidos a valor presente al segundo ano,
n = 2, a las tasas 7y, rud Y 7dd, respectivamente, estan dados por

1 1 1
215 R —— BY) — BY — 11.43
u 1+ 7"uu’ ud L+ 744 Y dd 1+ raq ( )

Asimismo, el precio del bono en el primer afio en términos del precio del bono del segundo
ano y traido a valor presente en el primer ano con la tasa corta calculada en el paso 2, es
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igual a:

(3) (3)
BS) +(1-p)B
B =" J;SFF JBud (11.44)
' 3) (3)
3 (1 - p)B +pBu
BY = : id,Fd d (11.45)

Ademads, el valor esperado del precio del bono en el primer ano, n = 1, traido a valor
presente debe ser igual a el precio spot (hoy) del bono cupén cero, es decir,

B +(1-p)BY

=(3)
B\ =
0 1+ R(0,1)

(11.46)

Si al bono le restan dos anos para madurar, sus posibles rendimiento, en cada estado de
la naturaleza, v, y vq deben satisfacer las siguientes relaciones:

1
BY) = ——— 11.47
u (1 + VU)Q ? ( )
Y 1
(3)
By = ——. 11.48
d (1 + Vd)2 ( )
Si se despeja el rendimiento en las ecuaciones (11.47) y (11.48), esto es,
1
Ve = | —= — 1 (11.49)

1
vq = F - 17 (1150)
d

entonces al utilizar la ecuacién (11.28), se tiene que la aplicacién de o(0,3) para n = 3 =

T = 3, satisface
1 u
5(0,3) = =In (”—) .
2 vd

L (”—“) = 0(0,2). (11.51)

2 Vg

Asi,

Por lo tanto,
vy = vge?? (02, (11.52)

Si se sustituye la ecuacién (11.50) en (11.52), se obtiene

vy = L g e2000) (11.53)
53
d



Ahora es posible expresar B en términos de Bc(i?)) al sustituir la ecuacién (11.53) en la

ecuacion (11.47), es decir,

1
B® - -
v (1 + I/u)z

1 (11.54)
—1/2 2"
{1 - (1 - (ij”)) )620(0,2)]

Por otra parte, si se sustituyen (11.47), (11.48) y (11.52) en la ecuacién (11.46), se sigue
que

B +(1-p)BY

56 _
0 1+ R(0,1)
(4 w) P+ (1 =p) (A +va)?
= TTROD (11.55)

p(1+ Vde%(o,z))‘Q +(1=p)(1+vg) 2

1+ R(0,1)

Se observa en la ecuacion anterior que si se fija el valor de p todo es conocido, excepto vq.
La ecuacién (11.55) se puede expresar como un polinomio de cuarto grado en v, igualado
a cero, es decir,

yg—l—alug—l—bll/g—l—clyd—l—dl =0, (11.56)

donde aq, b1, ¢1 y di son cantidades conocidas. Al resolver esta ecuacién se obtiene un
valor v4, el cual se sustituye, a su vez, en (11.52), obteniéndo con esto que

Uy = vge?7(0:2), (11.57)

Una vez que se tienen los valores v, y vq, éstos se sustituyen en la ecuaciones (11.47) y
(11.48), respectivamente, de tal manera que:

- 1

B = (AL (11.58)
' 1

~3) _

A continuacién se determinan los valores de 7y, Tuq Vv rqq- Para ello, se utilizan las
ecuaciones (11.44) y (11.45) expresadas como

(1+47,)B® =pB® + (1 -p)BY) (11.60)
Y 53 3
(1+74)BY) = pBaa+ (1 - p)BY), (11.61)
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donde §L(L3) y Ec(ls) son valores conocidos. Si se sustituyen las expresiones para Bl(i) y Béz)

que aparecen en la ecuacion (11.43), las dos ecuaciones anteriores se pueden reescribir en
una sola ecuacion que considera a

25(0,2) y rag = ruge 2002, (11.62)

Tuu = Tud€
Adémas, a partir de (11.41) se tiene que ryurdqqa = Tid' Al resolver la ecuacién resultante
en r,q, después de realizar todas las sustituciones planteadas, se obtiene un polinomio de
segundo grado en r,q igualado a cero:

ng 4+ boryqg +co = 0,

donde by y ¢ son cantidades conocidas. La soluciéon de esta ecuacion cuadratica propor-
ciona un valor r,4. Posteriormente, se sustituye este valor de 7,4 en (11.62), de tal manera
que

o = Tuae?? () (11.63)

Tdd = :I”Vude_2a(0’2). (11.64)

Los valores obtenidos de la tasa corta, Ty, 7ud ¥ Tdd, S€ sustituyen en las ecuaciones que
aparecen en (11.43), esto es,

. 1
B{) = TR (11.65)
I (11.66)
1+ Fud
y
i —— (11.67)

1 +7~‘dd

Por lo tanto, ya se conocen los valores ét(i), Ez(iz) y éc(l:;). Los arboles binomiales de la tasa

corta para dos periodos y del precio del bono cupén cero para tres periodos se muestran,
respectivamente, en las figuras 11.10 y 11.11.

Tuu
/' p
Tu
S p N\ 1-p
R(0,1) Tud = Tdu
Nol-p p
rq
N\ 1-p
Tdd

Figura 11.10 Arbol binomial de dos periodos de la tasa corta.
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/
B
/! N
égg) Eq(f;)d =1
/ N /
B’ B
N / N
B By =1
N /!
~(3
By
N\
~(3
Bc(ld)d =1

Figura 11.11 Arbol binomial de tres periodos del precio un bono cupén cero.
11.2.4 Paso 4 del algoritmo de BDT

A continuacién se construyen los drboles binomiales de la tasa corta para tres periodos y
del precio del bono cupdén cero para cuatro periodos a fin de establecer un procedimiento
para determinar las cantidades relevantes.

T
/
A
/ .
4
?54) r’l(LU)d
/ . /
R(0,1) P
N / \
4 4
L)
\ /
4
Fod
.
4
rc(id)d

Figura 11.12 Arbol binomial de tres periodos de la tasa corta.
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/
B,
/! N\
B'EL%},) Bit)ud =1
/ N /
B B Ei)d
/ N /! N
B By Blia =1
\ /! \ /!
4 4
B Bl
\ /! N\
4 4
Bfid) Bid)dd =1
N /!
4
By
AN
4
B z(id)dd =1

Figura 11.13 Arbol binomial de cuatro periodos del precio de un bono cupoén cero.

Las ecuaciones que se utilizan para resolver estos arboles binomiales de tasas y precios son:

1—p))4 1
(1+R(0,4)4 (1+R(O,4))4
1 1 1 1
(1) _ B _ B _ B _ |
v 1+ ruun ’ uud 1+ 7"uud’ udd 1+ rydd Y ddd 1+ T<d1d{l 69)

Asimismo, el precio del bono en el segundo ano en términos del precio del bono del tercer
ano y traido a valor presente en el segundo ano con la tasa corta calculada en el paso 3,
para cada estado de la naturaleza, es

Buyuu + (1 - p)Buud

W _ 7P ~ , 11.70
B 1—-p)B
Bq(:ld) _ PByud + ( ~ p) udd (1171)
Y B 1 B
BC(;;) _ PBuda +( - ) ddd (11.72)
14744
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Posteriormente, el precio del bono en el primer ano en términos del precio del bono del
segundo ano y traido a valor presente en el primer ano con la tasa corta calculada en el
paso 2 satisface, en cada estado de la naturaleza,

pByu + (1 - p)Bud

BW = - 11.
u 1 +Tu ( 73)
' 1
—p)B B,
B _ (1-p)Baa+p d (11.74)

1+77d

Ademas, el valor esperado del precio del bono en el primer ano y traido a valor presente
debe ser igual a el precio spot (hoy) del bono cupén cero, es decir,

=(4)
B =
0 1+ R(0,1)

(11.75)

Si a los bonos les restan dos anos para madurar, entonces sus precios en términos de sus
correspondientes rendimientos tienen que satisfacer las siguientes relaciones:

1
BW = T (11.76)
pw_ L 11.77
ud T (1+Vud)2’ ( . )
4 _ 1
Bad = TEmEL (11.78)
1
BW — T (11.79)
Y 1
4) _
d - (1+yd>3’ (1180)

donde y; y y1 son los rendimientos entre el primer y cuarto periodos. Al resolver las
ecuaciones de (11.73) a la (11.75) de manera recursiva se obtienen los valores de la tasa
corta para el tercer periodo y los precios del bono cupdn cero para el cuarto periodo. Por
lo que se tienen los arboles binomiales, resueltos completamente, en las figuras 11.14 y
11.15.
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/!
2
/! N
o 0,
/! N /!
R(0,1) P
N /! N
4 4
X o
N /
4
o,
AN
4
P

Figura 11.14 Arbol binomial de tres perfodos de la tasa corta.
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BW —1

UUUU

/
B,
/! N\
Eq(ﬁi) §7(¢4)ud =1
/! \ /!
~ ~(4
B B1(J,u)d
/ AN /! N
§é4) gq(il) §$2dd =1
\ / AN /!
~(4 ~(4
By B
N / \
~(4 ~(4
B((id) Bid)dd =1
N /
~(4
By
N
~(4
B c(id)dd =1

Figura 11.15 Arbol binomial de cuatro periodos del precio de un bono cupén cero.
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11.5. Aplicaciéon del modelo de Black, Derman y Toy

Considere la siguiente informacion inicial que requiere el algoritmo de BDT.

Estructuras de plazos
No. de anos para | Curva de rendimiento | Volatilidad
Madurar R(0,T) a(0,7T)
1 0.09 0.24
2 0.095 0.22
3 0.10 0.20
4 0.105 0.19

Tabla 11.2 Informacién inicial.

11.5.1 Paso 1
Suponga que é&l) =1y éc(ll) = 1, y considere el arbol binomial de la figura 11.16.

B =1
/"p
B"
Nl-p
B{Y =1

Figura 11.16 Arbol binomial en un periodo.

Si R(0,1) = 0.09, entonces se tiene que

1
1+ R(0,1)

1 (11.81)
1+ 0.09
= 0.9174.

B -

El arbol binomial resultante para el precio de un bono cupoén cero que al final del periodo
paga una unidad monetaria se muestra en la figura 11.17.
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B =1
/'p
BV =0.9174
N 1-p
B{M =1

Figura 11.17 Precio spot de un bono cupon cero en un periodo.

11.5.2 Paso 2

A continuacién se calcula el arbol binomial de dos periodos para el precio de un bono
cupén cero.

BE =1

/" p N\ 1-p
5 B - B -
Ni1-p p
B
N\ 1-p
5 =1

Figura 11.18 Arbol binomial de dos periodos.

Observe ahora que en este caso

=) _ 1
O 7 (14 R(0,2))2
_ 1 (11.82)
(14 0.095)2
= 0.8340.

En la figura 11.19 se muestra el arbol binomial de dos periodos del precio de un bono
cupon cero.
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B{Y = 0.8340 B =B =1

Figura 11.19 Arbol binomial de dos perfodos.

El arbol binomial que se desea calcular para la tasa corta se muestra en la figura 11.20.

Ty
/b
R(0,1) = 0.09
Nl-p

rd

Figura 11.20 Arbol binomial de un periodo para la tasa corta.

Si R(0,1) = 0.09 y el precio spot del bono es Eéz) = 0.8340, entonces (11.24) implica

Pp+ Bff)(l —p)

0.8340 = (11.83)
14 0.09
Asimismo, por (11.30)
1 u
“ln (r—> =0.22 = (0, 2). (11.84)
2 rd
Si se despeja r,, de la ecuacién (11.84), se tiene que
ry = rged 223 (11.85)
Por otro lado,
1
B® = _— 11.86
u 1 + Tu ( )
Anéalogamente para By,
2) 1
BY = —. 11.87
d 147y ( )
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Se considera p = % por simplicidad, pero podria tomarse cualquier otro valor. Asi, la
sustitucién de (11.86) y (11.87) en (11.83) conduce a

b () 3 ()
0.8340 = L2\TH+7a) "2\ T+74)] . (11.88)
1+0.09

Si se incorpora la ecuacién (11.85) en (11.88), se obtiene que

{; (#() +1 (1)
0.8340 = ) 11.89
1+0.09 ( )
Esta ecuacion puede reescribirse como:
0.22(2) _ 0.22(2) _ _
2 1€ e +71—1 1—2
ratrd ( ~1e0-22(2) ) Se022(2) 0, (11.90)

donde v = (1 + 0.09)0.8340/0.50. Equivalentemente,
7"3 + 0.73978564r4 — 0.06442773 = 0.

La solucién positiva de esta ecuacion de segundo grado es ry = 0.0787. Si se sustituye este

valor en (11.85), se sigue que

?u — ?d60.22(2)

= 0.0787¢9-22(2)
—0.1222.

Por dltimo, los valores 7, y 74 se sustituyen en (11.86) y (11.87), respectivamente, de tal
manera que

1
1474
B 1
- 140.0787
=0.9270

5O _

1
147y
1
1+0.1222
= 0.8911

5O _

Los arboles binomiales, completamente determinados, para el precio de un bono cupén
cero, con vencimiento en T = 2, y la tasa corta se muestran, respectivamente, en las
figuras 11.21 y 11.22.
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B =1

/" p
B =0.8911
Sp N\ 1-p
B = 0.8340 BZ) =BY =1
No1-p b
B = 0.9270
N 1-p
B2 =1

Figura 11.21 Arbol binomial de dos periodos del precio de un bono cupén cero.

ry = 0.1222
/P
R(0,1) =0.09
N1-p
rq = 0.0787

Figura 11.22 Arbol binomial de dos periodos de la tasa corta.

11.5.3 Paso 3

En la figura 11.23 se muestra el arbol binomial que se desea calcular para las tasas en dos
periodos.

Tuu
/' p
Ty = 0.1222

/" p N\ 1-p

R(0,1) = 0.09 Tud = Tdu

No1-p b
rq = 0.0787

N\ 1-p

Tdd

Figura 11.23 Arbol binomial en dos periodos de la tasa corta.

En virtud de (11.39), se tiene que

1 uu 1 u
5(0,2)==In () = (). (11.91)
2 Tud 2 Tdd
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Por lo tanto,

’1“2

rgg = 2.
Tuu
Considere ahora
56 _ 1
O 7 (1+R(0,3))3
B 1
~ (1+0.10)3
=0.7513
Observe que
1 3 1 3
Bﬁy:1+r7 lﬁj:l+r y BY =
uu ud
Asimismo, note que
1pB3) | 1/03)
@ _ 2Buw T 3Bu4
“ 1+0.1222
' (3) (3)
53 _ 3Bad + 3Bud
d 1+0.0787
Ademsds, de (11.93) se sigue que
1p03) | 1p03)
0.7513 = 204 T304
14 0.09
donde .
B® —
v (1+ vy)?
Y 1
(3)
B =——
d (1 + Vd)2
Si se despejan v, y v4, se obtiene que
1
Uy 3 1
y
L 1
vd
B

Por otro lado,

dd —

14+ 7r4q

(11.92)

(11.93)

(11.94)

(11.95)

(11.96)

(11.97)

(11.98)

(11.99)

(11.100)

(11.101)

(11.102)



lo cual implica
vy = vge 0. (11.103)

Si se sustituye (11.101) en (11.103), se sigue que

vy = 1040

[ 1 11.104
— ( W o 1) 60'40. ( )
Bd

(3) (3)

Se verd a continuacién que (By ) se puede expresar en funcién de B;”. En efecto, al
sustituir (11.104) en la ecuacién (11.98), se tiene que

1

pB® - -
“ (1+ vy)?

1 (11.105)

l1 + <<Bé3)>_% - 1) 60-4012.

Por otra parte, si se sustituyen (11.98) y (11.99) en la ecuacién (11.97), se tiene

1503, 1,503
3Bu’ + 5B,

0.7513 = N

Q00 . (11.106)

_ 5(1+vy) "+ 5(1+va)

1+40.09 '
Esta ecuacion se puede expresar como

0.7513(1.09) 1 1
= ) 11.107
0.50 1) (4o (11.107)

Sea v2 = 0.7513(1.09)/0.50 = 1.64. La sustitucién de (11.103), junto con el valor de ~3, en
(11.107), conduce a

1 1
1.64 = T2 o (11.108)

Note que la ecuacién (11.108) se puede expresar como un polinomio de cuarto grado igua-
lado a cero, es decir

vy + 3.34v3 + 3.2507 + 0.87v4 — 0.10 = 0. (11.109)

Lalsolucién positivalesldy = 0.085[1Lalgrafica 11.1 muestra el polinomio (11.109) en 11}
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Grafica11ILI[Elpolinomiolén [y

El valor v4 se sustituye ahora en la ecuacién (11.103), asi

’Vvu — ;d€0.4

= 0.085¢2:40
=0.13.

(11.110)

Por otro lado, los valores v, y vg4 se sustituyen en (11.98) y (11.99), respectivamente, de

tal forma que

1
(14 vy)?

1 (11.111)
(14 0.13)2
= (.7881

B _

1
(1+vg)?

1 (11.112)
(14 0.084)2
= 0.8498

B _

95



A continuacién se determinan los valores de 7y, ruqd v 74q- Para ello, se utilizan las
ecuaciones (11.95) y (11.96) expresadas como

(140.1222)B® = 0583) +0.58%) (11.113)
y ~
(1+0.0787) B =058%) + 058 (11.114)

Al sustituir (11.94) en las ecuaciones anteriores, se tiene

1.122B%) = 0.5 +0.5
+ Ty 1+ 7rua
y
1.0787B) = 0.5 +0.5 .
1+ 744 1+ rya
Equivalentemente,
S SR B b2 (0.7881)
L+ryy 14ryg 050
1 1 1.0787 (11.115)

= 0.8498
1+7"dd+1+7“ud 0.50 ( )

Las dos ecuaciones anteriores se pueden reescribir en una sola ecuacién considerando que
_ 0.40 _ —0.40
Tuu = Tud€ y Tdd = Tud€ y )
TuuTdd = Tig- (11.116)

Por lo tanto,
r2, —10.55r,4 +1 = 0. (11.117)

Al resolver esta ecuacion se obtienen dos soluciones r,q = 10.4496 y r,q = 0.0957, véase
grafica 11.2. Se considera sélo al valor menor que uno, 7,4 = 0.0957. Por lo tanto,

~ _ 0.4
Tuu = Tud€

= 0.0957¢0-3648
= 0.1428

~ ~ —-0.4
Tdd = Tud€

= 0.0957¢ 0-3648 (11.118)
=0.06414
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Graficad1.2Polinomio [de 1,4

Por 1ltimo, los valores obtenidos de la tasa corta, 7y, Tud Y Tdd, Se sustituyen en las
ecuaciones que aparecen en (11.94), esto es,

1o p——
uu 1 +T‘uu
1 (11.119)
1+ 0.1428

= 0.8751

100
1+ 7y
100 (11.120)
1+ 0.0957
=0.9127

~(3
qud) -

100
1+ ?dd

_ 100 (11.121)
1+ 0.0642

= 0.9327

3
Ba(ld) -

97



El arbol binomial de dos periodos para la tasa corta y el arbol binomial de tres periodos
para el precio del bono cupén cero que vence en T' = 3 se muestran, respectivamente, en
las figuras 11.26 y 11.27.

Puuw = 14.28%
/' p
o = 12.22%
/" p N\ 1-p
R(0,1) =9.0% Tud = Tdqu = 9.57%
Noil-p
rqg="7.87T%
N\ 1-p
rqq = 0.0642

Figura 11.26 Arbol binomial de dos periodos para la tasa corta.

BY =1
/
B3) = 0.8751
/ N\
B =081 BY —1
/! N /!
B =0.7513 B®) = 0.9127
N\ / N\
B —08498 B —1
N\ /
B3) = 0.9397
N
gfj,i)d =1

Figura 11.27 Arbol binomial de tres periodos para el precio de un bono cupén cero.
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12. El teorema de Girsanov y valuacién de bonos cupén cero

En esta seccion, se utiliza el teorema de Girsanov para valuar bonos cupén cero. El
precio del bono es expresado en términos de un numerario, la cuenta bancaria, a fin de
transformarlo en una martingala bajo una nueva medida probabilidad equivalente neutral
al riesgo. Posteriormente, con esta nueva medida de probabilidad se calcula el precio del
bono como el valor esperado del inverso del numerario condicional a la informacién del
mercado con que se cuenta en el presente.

12.1 Dinamica de la tasa corta y el teorema de Girsanov

El teorema de Girsanov construye explicitamente una medida de probabilidad equivalente,
definida sobre el mismo espacio de probabilidad, que permite transformar un movimiento
Browniano con tendencia en uno sin tendencia.

Sea {W;}+>0 un movimiento Browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad
equipado con su filtracién aumentada, (Q, F, {F:}+>0,IP). Se supone que la dindmica de
la tasa corta es conducida por el proceso

dry = u(re, t)dt + o (re, t)dWy. (12.1)

Se supone también que el proceso {r:}+>0 es adaptado a la filtracién {Fi}i>0 y p(re,t) y
o(r¢,t) son funciones conocidas. Ahora bien, si se define

Wi = A\t 4+ Wy, (12.2)

donde la cantidad A\ = A(r¢,t) es el premio al riesgo (de mercado), o precio de mercado
del riesgo (de tasa de interés), entonces la ecuacién (12.1) puede reescribirse como

dry = [u(re, t) — X(re, t)o(re, t)] dt + a(rt,t)th, (12.3)

Observe que el término de tendencia del proceso representado en (12.3) se ha modificado sin
que se altere la varianza. El teorema de Girsanov proporciona una medida de probabilidad

113<A):/A<p¥>dlp, AeF, (12.4)

T T
P = exp {—/ Asd W, — %/ Aids} . (12.5)
0 0

La probabilidad IP est4 definida en el espacio muestral original, 2. Bajo esta nueva medida

donde

de probabilidad, Wt es un movimiento Browniano. Se dice, en este caso, que la medida de
probabilidad IP es neutral al riesgo.

12.2 Ecuacién diferencial parcial de un bono cupén cero
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En lo que sigue se denotard al precio de un bono cupén cero mediante B(t,T) 6 B(r¢, t;T),
en esta ultima se hace énfasis, cuando sea necesario, en la dependencia de la tasa corta.

El Lema de Ito, en términos de Wy, conduce a

OB 0B 0’B OB ~
dB = [ — + — [u(re.t) = A(re, o (re, )] + 202 (e, t) —5 | dt + —o (14, t)dWy.  (12.6)
ot ory orj ory

Por otro lado, en ausencia de oportunidades de arbitraje, la ecuacién diferencial que satis-
face cualquier bono esta dada por

OB | , 9°B 0B
E + 50’ <Tt’t>a_7“tz + 8_7’75 [M(T‘t,t) - )\(T‘t,t>0'(7‘t,t)] - ’I“tB = 0, (127)

junto con la condicién final B(T,T) = 1. Claramente, (12.6) y (12.7) implican

0B ~
dB = Ttht + a—O'(Tt, t)th, (128)
Tt
6 .
dB = Ttht + B(/J'\tth, (129)
donde

~ (aB) o(re,t)
Ot — b .
87“,5 B

A partir de la aplicacién del lema de Itd a In B(¢,T) y (12.9), se sigue que

t t t
B(t,T) =B(0,T)exp {/ o, dW, — %/ o2ds +/ rsds}
0 0 0

t t
=B(0,T)Mexp {/ o dW, — %/ Egds}.
0 0
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12.3 Cambio de numerario

Considere un depésito bancario de M; unidades monerarias, al tiempo ¢, que paga una
tasa de interés constante y libre de riesgo. El rendimiento del depésito durante el instante
dt esta representado por la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

th = T’tMtdt. (1210)

Por supuesto, r; es estocastica, pero dada la informacién del mercado al tiempo ¢, F;, se
tiene que r; es conocida y por lo tanto libre de riesgo. Si se hace un deposito inicial My = 1

el retorno de la inversién es ,
Mt:exp{/ rsds}. (12.11)
o

La ecuacién anterior es llamada cuenta el mercado de dinero o, simplemente, cuenta ban-
caria. En lo que sigue, por conveniencia, se utilizara la notacién By = B(t,r4; T), desta-
cando la dependencia en t. Se define ahora

~_Bt

B; = . 12.12
T ( )

Note que My = 1, lo cual implica §0 = By. La ecuacién (12.12) expresa simplemente un
cambio en la forma de medir una variable con respecto de una cantidad positiva en una
inversion libre de riesgo. En este caso, en virtud de (12.8), se cumple que

~ ~ 1
dB; = —r;B;dt + —dB
t ryBidt + M, t

~ 1 0By e
= —r¢Bydt + — Bidt + — t)dw 12.1
r¢Bydt + N, (Tt tdt + 1y o(re,t) t) ( 3)
0B —~
= —ta(rt,t)th
8rt

En otras palabras, bajo If’, §t es una martingala. Una forma alternativa de escribir (12.13)
es

dgt - 515th, (1214)
donde
~ <8Bt) -
ot — O'(?”t,t>:O'tBt.
a’l"t

12.4 Valuacién neutral al riesgo

La ecuacién (12.14) puede ser escrita en forma equivalente como:
~ ~ t —~
B = By +/ osdW,. (12.15)
0
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Por lo tanto, ét es una HB—martingala con respecto de la filtracién aumentada {F;}+>0
definida en el espacio medible original (£2, F). Por lo tanto, si T > t,

5 [§T| ft} — B, (12.16)

12.5 La regla de Bayes y esperanza condicional bajo la probabilidad
equivalente neutral al riesgo

De acuerdo con la seccién anterior, B; es una martingala en (2, F, {F: }+>0,IP). El teorema
de Girsanov proporciona una medida martingala equivalente

ITD(A):/@(TA)d]P, AcF
A

(A)

donde ¢’ se calcula a partir de un tiempo inicial ¢ = 0, es decir,

T T
@EF)‘) = exp —/ AdWy — %/ )\ids .
t=0 t=0

Sin embargo, si se tiene informacion F;, entonces el tiempo inicial no es cero sino ¢, en

CUyO €aso
N T T
cpgwlt =exp —/ Asds — %/ /\gds

t t
T t T t

_ 1 2 1 2

=exp —/ )\Sds—{—/ )\Sds—g/ )\Sds—|—§/ Azds
0 0 t 0

_er
o

Por lo tanto, si A € F, entonces

_ e
]p(A>:/ %d]P, A€ Fy,
A py

En consecuencia

()
PTGl Fol = L B[V Br| 7] (12.17)
B o N T t '

E|Br|7|=F
Pt
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La expresién (12.18) proporciona una férmula para calcular la esperanza condicional bajo
IP. Note ademas que si A € F;, entonces

)\) = =
/ ok [¢4Br | 7| aP

B |oM14 (i)E[ Uéﬂﬁﬂ

—E :1AE (VB | 7]

=B [E |11 Br | 7|

I
m

()1ABT}

I
— &

lAgT}
BrdP.
Por 1ltimo, se vera que si 0 < s <t < T, entonces

—~

E [Wt\ fs} — W, (12.19)

De hecho, la verificacion del resultado anterior es, fundamentalmente, la demostracién del

teorema de Girsanov. Considere el producto ¢; = tho( ) donde por brevedad <p( ) =

go(/\)(/\, t,W¢), es una IP-martingala. Recuerde que

th - )\dt + th

dgpg)‘) = —Agog)‘)th.

Por lo tanto,

d(¢+) =d (Wt@(/\))
=W,de™ + o Naw, + (dWy) (de™M)
= —aWeeNaw, + oWMadt + o Maw, — xpMat
=M1 - AWt)th
—o M (1= A% — AW AW,
Asi, ¢; es una martingala IP-martingala, es decir,
E [¢: | Fo] = ¢s. (12.20)
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En virtud de la regla de Bayes, se sigue que

L o _
B | 7] :E[ LW | f]

1 =
=B [ W | A
¥

t

1

— LB | A (12.21)

12.6 El teorema de Girsanov y valuacién neutral al riesgo de un
bono cupon cero

De acuerdo a la seccién anterior B; es una IP-martingala. En particular, por la regla de
Bayes se sigue que

o ( )
E [BT | ft} =E (A) L Br| ft] : (12.22)
Recuerde ahora la férmula de valuacién:
N <’0(/\)
B;=E (TA) Br| Fi| . (12.23)

Dado que §T = 1, se sigue que

[ T
B; =E @%)texp{ / rsds} ‘ .7-}]
t

(12.24)

T T T
=E |exp —/ Ades—%/ Agds—/ reds 3 | Fil
0 0 t

Observe que si el precio de un bono cupén cero se define mediante la hipdtesis de expec-
tativas neutrales al riesgo, es decir, si

B(t,T):E[eXp{—lTrsds} ‘ft] :MtE [MLT

entonces el premio al riesgo satisface A = 0.

ft] , (12.25)
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13. El modelo de Heath, Jarrow y Morton

En esta seccién se extiende la metodologia Heath, Jarrow y Morton (HJM) para generar
curvas de rendimiento con base en precios observados de bonos cupon cero. Para estimar
la curva de rendimiento de un bono cupoén cero con el modelo de Heath, Jarrow y Morton
se puede comenzar con una especificacién exdégena de la dindmica estocastica de la tasa
forward y, posteriormente, se determina endégenamente la dinamica estocastica de un bono
cupén cero.

13.1 Especificacion exégena de la tasa forward instantanea

Considere un movimiento Browniano (W¢).c[o,7) definido sobre un espacio fijo de proba-
bilidad con su filtracién aumentada, (€2, F, (Ft)¢ecjo, ], IP). Se supone que la dindmica de
la tasa forward, f(¢,T), se especifica exégenamente por la siguiente ecuacién diferencial
estocastica con un sélo factor de incertidumbre:

df (t,T) = a(t, T)dt + (¢, T)dWy, (13.1)

en donde las funciones o y 3 satisfacen, casi seguramente con respecto de IP, las siguientes

propiedades:
T
J

para k = 0,1. En este caso, 8%a(s,T)/0T° = a(s,T) y 3°8(s,T)/0T° = B(s,T).
Asimismo, se supone que el precio de un bono cupén cero esta dado por

B(t,T) = exp {—/t f(t, s)ds} (13.2)

2
ds < o0,

ak} T k
W&(S,T)‘ds < 0 y A Wﬁ(S,T)

en donde la integral en (13.2) permanece finita y F; es la informacién relevante hasta el
tiempo t. En este caso, se determina endégenamente el proceso B(t,T) que haga consis-
tentes los supuestos (13.1) y (13.2).

13.2 Dinamica estocastica de la tasa spot

A partir de (13.1), se sigue que

f(t,T):f(O,T)+/O a(s,T)ds—l—/O (s, T)dW,. (13.3)

Por lo tanto, la tasa corta, es decir, la tasa forward instantanea, satisface

re = f(t,t) = £(0,t) +/ a(s,t)ds +/0 B(s,t)dWs. (13.4)

0
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De esta manera,

Er¢|Fi] = f(0,¢) —l—/ a(s,t)ds

0
t
Var[rt|ft]:/ BQ(S,t)ds
0
En consecuencia,

_9f(0,1) o ([ o ([
dry = Y dt + 5 (/0 a(s,t)ds) dt + 5 (/O B(s,t)dWy | dt. (13.5)

A continuacién se calculan las derivadas parciales de las integrales del lado derecho de la

ecuacién (13.5)
0 K b oal(s,t)
— dt = t,t ———=ds | dt
Y (/0 a(s,t)ds) (a( , )—i—/o Y s)

o ¢ _ L oB(s,t)
5 (/0 ﬁ(s,t)dWs) dt = B(t,t)dWy + (/0 was) dt.

De esta manera, (13.5) puede reexpresarse como

t t
dry = (M+a(t,t)+/ de/ des) dt + B(t, £)dW,.  (13.6)
ot o ot o ot

Esta ecuacién determina el comportamiento de la tasa instantanea de interés. A continua-
cién, se encuentra la ecuacion diferencial estocastica que conduce la dinamica del precio
del bono.

13.3 Dinamica estocastica del precio del bono

Dada la especificacién exdégena de la dindmica estocéstica de la tasa forward instantanea,
el objetivo de esta seccién es determinar endégenamente el precio del bono B(¢,T) que
haga consistentes los supuestos (13.1) y (13.2). Sea

/ F(t.s) (13.7)

En este caso, la regla de Leibnitz produce el siguiente resultado:

dI(¢,T)=—d (/Tf(t,s)ds)

_ _% (/tTf(t,s)ds> dt .
= _/tT (afgt’s)dt> ds + f(¢,¢)dt

T
= _/ df(t,s)ds + f(t,t)dt
t
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La sustitucién de (13.1) en (13.8) y el hecho de que f(¢,t) = r; conducen a

T
dI(t,T) = —/ a(t,s)dsdt — / B(s,t)dsdW; + rdt
t

(13.9)
= | T —/ ( dt — / ﬂ t S th
t
Si se denotan la tendencia de I(¢,T) mediante
T
U(t,T,re) =1 — / a(t,s)ds
t
y la volatilidad de I(¢,T) por
T
= —/ B(t,s)ds
t
se sigue que
dI(t,T) =U(t, T,ry)dt + V (¢, T)dWy. (13.10)

Note ahora que
B(t,T)=G(I(t,T)) con G(I(t,T)) =exp{I(t,T)}.

En consecuencia, el lema de It6 aplicado a G con respecto al proceso (2,10) conduce a

dB = 8GU+ 82GV dt+aGVdW
“\oar 2912 oI t

= (GU + 3GV?) dt + GVdw,
=B (U + $V?)dt + BVdW,.

Equivalentemente,

2
dB(t,T) = |ry — /Ta(t, s)ds + % </Tﬂ(t, s)ds) B(t,T)dt

(13.11)

El marco tedrico de HJM, representado por las ecuaciones (13.1), (13.5) y (13.11), describe
por completo los comportamientos de la tasa forward instantanea, de la tasa corta y del
precio del bono. Es necesario ahora moverse al mundo neutral de riesgo para llevar a cabo
el proceso de valuacién.
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13.4 Inversién del proceso tasa forward-precio del bono

A partir de la especificacion exégena de la tasa forward en (13.1), se obtuvo la dindmica del
precio del bono cupén cero en (13.11). En esta seccién se lleva a cabo el proceso inverso,
es decir, dada la especificacién de la dinamica estocastica del precio de un bono cupén
cero, se determina la tasa forward. Esto es posible debido a que la definicion del precio
del bono, expresada en (13.2), es invertible. Si el proceso para B(t,T') tiene la forma

dB(t,T) = u(t,T)B(t,T)dt + v(t,T)B(t,T)dW,

con
T 1 T 2
p(t, Tyre) =14 — / a(t,s)ds + 3 / B(t,s)ds
t t
y
T
v(t,T) = —/ B(t, s)ds, v(t,t) =0,
t
y si se utiliza el Lema de It0, en la funcion H = — In B, se tiene que

1 1 1
dH = (——=uB + —B?*/%2 ) dt — —vBdW
( M7 T ope V) B o

= (—,u + %I/Q) dt — vdWy.
Por lo tanto,

0 9,
df(t,7)=d (—a—TlnB) = 8_Td(_ In B)
0
= 8_T(
=a(t,T)dt + B(t, T)dW,.

—p+ 3v?) dt — vpdw,

Esta ecuacién coincide plenamente con (13.1).

13.5 Valuacion neutral al riesgo en el modelo HJIM
Considere un portafolio con dos bonos con vencimientos diferentes, 77 y T5. El valor del
portafolio, en el tiempo ¢, con wy unidades del bono de vencimiento Ty y wo unidades del
bono con vencimiento T5 estd dado por:

Ht = wlB(t,Tl) +w2B(t,T2). (1312)

El cambio en el valor del portafolio por fluctuaciones propias del mercado satisface

dIl; = widB(t,T1) + wodB(t, T2)
=wy [(U(t,T1,re) + 3V2(t,T1)) B(t, T1)dt 4+ V (¢, T1)B(t, T1 )dW4]
+wy [(U(t, Ta,ry) + $V2(t, T2)) B(t, To)dt + V (¢, T2) B(t, To)dW,]
= [wy (Ut Th,re) + 2V3(t,T1)) B(t, Th)dt
+ wy (U(t, To,ry) + 2V2(t, T2)) B(t, To)dt]
[wiV (¢, T1)B(t, T1) + woV (t, T2)B(t, T2)]dW,.

(13.13)
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Si se escogen w1 =1y
Vi(t,T1)B(t,T
wy = — (t, Tn)B(t, 1>, (13.14)
V(t,T2)B(t,T2)

entonces el portafolio se encuentra cubierto contra el riesgo de mercado. Por lo tanto,

U(t7 T27 T't) + %U(ta T27 'f‘t>2
V(t,Ts)

dHt = (U(t,TQ, 7’75) + %U(t, TQ,?"t)z — V(t,Tl))

(13.15)
B(t, Tl)dt.

Si, por otro lado, existe un mercado de crédito en donde los agentes pueden prestar
y pedir prestado a la tasa spot r¢, también llamada tasa corta o tasa instantdnea (la tasa
de interés de plazo més pequeno disponible en el mercado), se sigue que

V(t,T1)
dil; = Ilyr,dt = (1 — ——— B(t,T71)dt. 13.16
t tTt ( V(t,Tg)) Tt ( ) 1) ( )

Después de igualar (13.15) con (13.16), se sigue que

Ut Tir) + 5V (6 T1)? = Ut To,re) + 3V (5 T2)* — 1y (13.17)
V(t,TQ) V(taTQ) . '

Los cocientes anteriores son independientes de la fecha de vencimiento. Es decir, el
lado izquierdo de la igualdad en (13.17) s6lo depende de Ty y el derecho sélo depende de
T5 . Por lo tanto, se puede escribir

U(t,T,ry) + 3V, T) — 1y
V(t,T)

At 1) = (13.18)

La funcién A(t,r¢) es el premio al riesgo asociado al factor de incertidumbre dW;. En un
mundo neutral al riesgo A(¢,7:) = 0. En consecuencia, el supuesto de neutralidad al riesgo
en el modelo HJM conduce a:

Ut,T,re) + 3V, T) = re.

Equivalentemente,

2

re — /tTa(t,s)ds + % </tTﬁ(t7S)dS> =Tt
/tTa@ s)ds = (ZTﬁ(t, s)ds>2. (13.19)
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Después de derivar la expresion anterior

a(t,T)zﬁ(t,T)/t B(t, s)ds. (13.20)

En otras palabras, el retorno de cualquier inversion realizada en un mundo neutral al riesgo
es simplemente r;. Por lo tanto, la ecuacién del precio del bono (13.11), bajo el supuesto
de neutralidad al riesgo, se transforma en

dB(t,T) =r¢B(t,T)dt — (/Tﬁ(t,s)ds> B(t, T)dW,
a(t,T)
B(t.T)

La componente determinista de la ecuacién anterior implica crecimiento exponencial en el
precio del bono con tendencia igual a la tasa spot.

(13.21)
=r¢B(t, T)dt —

B(t, T)th.

De la misma manera, la ecuacion diferencial estocéstica que gobierna la dindmica de
la tasa forward instantanea, bajo el supuesto de neutralidad al riesgo, toma ahora la forma:

df(t,T) = (ﬁ(t,T) /Tﬁ(t, s)ds> dt + B(t, T)dWy. (13.22)

13.6 Inversion del proceso tasa forward-precio del bono en un mun-
do neutral al riesgo

Si se considera, ahora el proceso B (t, T') bajo el supuesto de neutralidad al riesgo en (13.21),
se tiene que

T
dB(t,T) = rB(t,T)dt — </t ﬁ(tvs)d$> A (13.23)

=mrB(t, T)dt +v(t,T)dWy.

El Lema de It0, en la funcién H = — In B conduce a

1 1, 1

1
= (—7’ + 51}2) dt — ’Uth.

Por lo tanto,

0 0
= ——InB ) =—d(—InB
df(¢,T) d( o7 1B ) 8Td( nB)
0 1
= 5T (—rt + §vz> dt — vpdWy
=a(t,T)dt + B(¢t, T)dW,.

110



Dado que
T
a(t,T) = ﬂ(t,T)/ B(t,s)ds,
t
se tiene, a partir de (13.1), que

df = a(t,T)dt + B(¢t, T)dW,

T
= (5(t,T)/ ﬁ(t,s)ds) dt + B(t, T)dWy.

13.7 Estimacion de la curva de rendimiento

Se propone para la volatilidad de la tasa forward una forma funcional de la forma §(¢,T') =
B(T —t), de tal manera que B(T — t) es la volatilidad de la tasa forward para cada plazo
T —t. A fin de estimar la curva de rendimiento a través de la metodologia HJM, se supone
también la siguiente forma funcional de la volatilidad de la tasa forward:

B(t,T) = o exp{—A(T — t)}. (13.24)

La tasa forward discreta f(t¢,T7,T2) puede ser relacionada con los precios de los bonos

cupon cero mediante
In B(t, Tl) —1In B(t, TQ)

t,11,T2) = 13.25
f( sy 41, 2) TQ _ Tl ( )
Si se aplica el lema de It6 a In[B(¢,T)] con base en (13.23), se tiene que
v(t,T1)
dIn[B(t,T1)] = |r¢ — dt + v (t, Ty)dW, (13.26)
y
t,T:
dIn[B(t, T2)] = lrt - %} dt + v(t, To)dW,. (13.27)
La sustitucién de (13.26) y (13.27) en (13.25) implica que
U(t,T2)2 —U(t,Tl)Q ’U(t,Tl)Q—U(t,Tl)Q
df(t,T1,T2) = dt dw 13.28

Si se considera la tendencia y volatilidad «(¢t,T) y B(¢t,T) , respectivamente, de la tasa
forward en un mundo neutral al riesgo, se tiene que

T
a(t,T) = ﬁ(t,T)/ B(t,s)ds.
t
Por lo tanto,

T
df (¢, T) = (ﬂ(t,T)/t ﬁ(t,s)ds> dt + B(t, T)dW,.
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Equivalentemente, de (13.1), se tiene que
df (¢, T) =v(t, T)vr(t,T)dt — vp(t,T)dW,. (13.29)

Se considera ahora la tasa corta
t
re = f(t,t) = f(0,¢) + /df(s,t),
0

se tiene de (13.29) que

t

re = f(0,t) + /U(s,t)vt(s,t)ds 4 /vt(s,t)dWs. (13.30)
0

0

La diferencial de (13.30) y el hecho de que v(¢,t) = 0, conducen ahora a:

t t

dry = f+(0,¢)dt + /[U(s,t)vtt(s,t) + vy(s,t)?]ds p dt + /[vtt(s,t)dWS] dt
0 0

+ [ve(t, t)]dWy.

Observe que la tendencia de la tasa corta, r¢, es la pendiente de la tasa forward inicial. El
segundo y el tercer términos pueden conducir a que el proceso de r; no sea Markoviano

13.8 Version discreta del modelo HIM

A continuacién se considera una version discreta del modelo HJM. Se examina el proceso
de tasas forward en periodos de longitud At, en lugar del proceso de tasas forward instan-
taneas. Se definen a; ; y b; ; como la tendencia y la desviacién estdndar, respectivamente,
del proceso discretizado de la tasa forward entre los tiempos jAt y jAt + iAt vista al
tiempo iAt. Por lo tanto, la versién discreta de (13.1) estd dada por:

df(t, jAL, jAL + iAt) = a; ;dt + b; j;dWy

cuando t = iAt. Dado que

SIS Bl R Avij  Vijtl ~ Vi
“J 2 At 2At
se tienen
2 2
v Ay v T v by = il Vi
“J At 2A¢t “J At '
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donde v; ; es el valor de v(¢,T)) cuando t = iAt y T = jAt. Dado que v;; = 0, se sigue
que

2
k

k
Z;mj = %At > sig] - (13.31)
iz

j=1

13.9 Simulacién Monte Carlo de HIM

El método de simulacion Monte Carlo puede utilizarse para estimar el modelo HIJM. El
periodo de tiempo sobre el cual la simulacion se lleva a cabo estéd dividido en n subintervalos
de la misma longitud, At . De esta manera, la versién discreta de (13.1) consiste en

fi—|—1,j — fiJ' = aLjAt + b@jﬁﬂ. (1332)

donde f; ; denota a f(iAt, jAt, jAt+iAt), esto es, f; ; es la tasa forward entre los periodos
jAty (j+1)At vista al tiempo iAt. Se supone que la variable aleatoria ¢ tiene distribucién
normal estdndar. Los valores a; ; pueden calcularse a partir de los valores de b; ; a partir
de (13.31). Asimismo, al tiempo iAt, se almacenan los precios de los bonos que se tienen
en el vencimiento jAt para i +1 < j < n. Por otro lado, la ecuacién (13.21) se transforma
en

Bi-l-l,j = Bi,j ( + Ui’jE\/At> . (1333)
iyit1

donde Bj; ; es el precio al tiempo iAt de un bono con vencimiento al tiempo jAt. Con

base en las férmulas (13.31) y (13.32), el cuadro 2 muestra el drbol no recombinable

de la tasa forward f;; entre el 31 de diciembre de 2001 y el 30 de junio de 2002 en

periodos quincenales. La curva estimada de rendimiento con CETES de diferentes plazos

entre el 31 de diciembre de 2001 al 30 de junio de 2002, se calcula mediante (13.33) y

R(t,T)=—-InB(t,T)/(T —t).

0.01742
0.01724
0.01718 0.01756
0.01708 0.01723
0.01679 0.01718 0.01763
0.01679 0.01714 0.01721
0.01644 0.01704 0.01719 0.01775
0.01624 0.01676 0.01711 0.01731
0.01649 0.01709 0.01721 0.01773
0.01657 0.01715 0.01731
0.01711 0.01719 0.01796
0.01712 0.01731
0.01721 0.17899
0.01738
0.01799

Cuadro 13.1 Arbol no recombinable de la tasa forward fi,;j entre el 31 de diciembre de 2001 y el 30 de

junio de 2002 en periodos quincenales.
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14. Ecuaciéon de compensacion de un portafolio combinado de fu-
turos y flujos

En esta seccién se presenta la ecuacion de compensacion entre futuros y flujos de efectivo.
Como antes, vamos a denotar al precio de un contrato a futuro de un bono cupén cero
mediante V (ry, t; 7).

14.1 Ecuaciéon de compensacion de un portafolio combinado

Para inmunizar el valor presente de un conjunto de flujos de efectivo, se utilizaran cuatro
contratos a futuro con vencimientos T, T2, T3y T4, con T1 < Ty < T3 < T4. Larazén por la
que se eligen inicamente cuatro contratos a futuro con distintos vencimientos se justificara
mas adelante. Asi pues, el precio del contrato a futuro con vencimiento T; tiene precio
Vi(re, t;T;), i = 1,2, 3,4, donde ry = f(t,t). Considere una estrategia de cobertura con z;
unidades de cada contrato a futuro con vencimiento en T; con i = 1,2,3,4. Sea u(r,t, )
el valor presente de un conjunto de flujos de efectivo ® = {¢1, ¢2,...,d,}, cada uno de
los cuales se presenta en una fecha preestablecida t;,1 = 1,2,...,n. Se desea determinar
las cantidades z1, 22,23 v x4 de tal manera que los cambios en el valor presente de &,
u(r,t, ®), por variaciones en la tasa de interés se compensen con los flujos generados por
contratos a futuro de distintos vencimientos, es decir, 0 = z1V; + 2oVo + 23V3 + 24V4 — u.
Por lo tanto,

0 = 21dVy + 22dVs + 23dV3 + 24dVy — du. (14.1)

En este caso,

u(ry, t;®) = F {Z drexp{R(t, t1;7)(t1 — t)}’ﬂ} , (14.2)

=1

donde el flujo ¢; se presenta en una fecha preestablecida t;, I = 1,2,...,n. Si ¢; > 0, se
trata de un activo; en caso contrario es un pasivo. El riesgo por fluctuaciones adversas en la
tasa de interés que enfrentan las tesorerias de corporativos se refleja en la posibilidad de que
el valor presente de los flujos, activos y pasivos, que se tienen planeados no se presente en
la magnitud que se esperaba, lo que afecta la programacion de las decisiones de operacién,
inversién y financiamiento. Este riesgo puede reducirse, si se cubre adecuadamente el valor
presente de los flujos esperados tomando posiciones en contratos a futuro sobre bonos
cupon cero.

Si du < 0, por lo menos un dV; es positivo y, reciprocamente, si du > 0, por lo menos
un dV; es negativo. Una simple aplicacién del Lema de 1t6 a V;(ry, t;7y), i = 1,2,3,4, y a
u(r,t; ®) conduce a:
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0 = 21dVy] + 29dVy + z3dV3 + :134dV4 —du

T [ L e
¥ oo _(%;? a(ut)isf +—%ﬁ(h )22;2?
¥ :(§g§3+-a(at)%£%-+-%B(tt)2i;¥?
+ x4 :(% —l—a(t,t)@a_‘:j + %ﬁ(tatfa;:?
_ (%%—%o(ht)g%j+’%ﬂ@aﬂin?)(h_%

Reagrupando términos en d¢ y dWy, se obtiene que:

0— oV . oVs 4 oVs i oVy
A\ MV T T T
n oVi n oV n oVs L 8V4
X xr xT xT

! 8rt 2 aTt 3 87“,5 4 8Tt

1 0 92V, 9%Vy 9%V;

—B(t,t
* 25( ) <x1 or? T or? s or?

(14.3)

9%
Brt

o )at

Esta ecuacion es fundamental para generar estrategias de cobertura con contratos a futuro
sobre bonos cupén cero, como se verd en las siguientes secciones, pues contiene informaciéon

sobre el tiempo promedio en que se presentan flujos

de efectivo o se realizan pagos de

contratos a futuro sobre los bonos, asi como informacién de la dispersién de dichos tiempos

con respecto al tiempo promedio.
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15. Inmunizacién por duracién y convexidad

En esta seccién se presenta un procedimiento para inmunizar el valor presente de un
conjunto de flujos financieros con contratos a futuro sobre bonos cupén cero. El modelo
emplea los conceptos de duracion y convexidad ttiles en la medicion y el control del riesgo
por desplazamientos paralelos y moderados en la tasa de interés. A partir de puntos del
mercado de CETES, se generan curvas de rendimiento con el modelo de Heath, Jarrow y
Morton (1992). A continuacién se desarrolla un método de cobertura del valor presente
de un conjunto de flujos de efectivo. Dado que dt y dr, son variables independientes, de
la seccion anterior se sigue que

( oVvy oVy Vs oVy ou
T T T TH T
A% Vs oVs oVy  Ou
. 8rt o 8rt + T3 aTt T 8Tt - 8—7}7 <151>
0°V; 9°Vy 0°V3 0°Vy  0%u
A . or? v or? s or? Ty or? %’
El sistema (15.1) puede reescribirse como:
( oV 1 Vs 1 oVsy 1 oVy 1 ov 1
N v, e vs T v ot

ovy 1 oVy 1 Vs 1 vy 1
o () e () e () oo ()
Oou 1
= <_8—7“t5) (15.2)
2%V, 1 9%V, 1 9%v5 1 9%V5 1
o (Tw) v (5 7) o (57 w), o (57
02y 1

\ art

donde w; = z;V;/u, i = 1,2,3. Note que wy + wg + w3 +wy = 1 . Ahora bien, la duracién
y convexidad del contrato a futuro sobre el bono ¢ estan dadas, respectivamente, por
ov; 1 9%V; 1
y Ci = TR
ory V ory Vi

Si ademas se define la sensibilidad relativa del precio del contrato a futuro sobre el bono
con respecto del tiempo mediante

D; = -

ov; 1
Oty Vi,

7::

entonces el sistema (15.2) en las incognitas w1, wa, w3 y wy es equivalente a:
wy + wo +wg +wyg =1,
wiAy +wads + w3As +waAy = Ay,
w1D1 +waD2 +w3D3 +waDy = Dy,
w1C1 + woCy 4+ w3zCs + wyCy = C,.

(15.3)
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En todo lo que sigue, se supondra que el determinante asociado al sistema (15.3) es distinto
de cero a fin de garantizar soluciones no triviales. Los valores z1,x9,23 y x4 que se
determinan a través de w1, we, w3 y wy definen una estrategia de cobertura. Como puede
observarse, la inmunizacion por duracién y convexidad es fundamentalmente un método
local disenado para cubrir cambios en el valor presente debido a desplazamientos, pequenos
y moderados, en la tasa de interés. Por esta razon, las estrategias de inmunizacion requieren
de actualizaciones peridédicas o rebalanceo a fin de proteger eficazmente no sélo contra
pequenos desplazamientos en tasas, sino también contra cambios moderados y extremos.
Si una estrategia no es rebalanceada atendiendo al comportamiento y a las expectativas
del mercado, la proteccién se deteriora progresivamente.
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16. Medicién del valor en riesgo

Una vez que se han determinado las soluciones locales del problema de inmunizacién,
las estrategias de cobertura se evalian en términos globales, es decir, en términos de las
variaciones de mercado de la tasa de interés en el escenario del ultimo ano. A partir de un
registro histérico de la estructura de plazos de la tasa de interés de CETES, se genera la
distribucion del valor presente de un conjunto de flujos financieros con y sin cobertura.

16.1 Distribucion global del valor presente de un conjunto de flujos esperados

En esta seccion se obtienen las distribuciones empiricas de un conjunto de flujos financieros
con y sin inmunizacién, y se comparan los efectos en la varianza y en el valor en riesgo
a niveles predeterminados de probabilidad. En primer lugar, se llevarda a cabo un anali-
sis estadistico del comportamiento histérico de la curva de rendimiento a fin de obtener
la distribucién del valor presente de un conjunto dado de flujos financieros. Considere,
como antes, un conjunto de flujos esperados, tanto de pasivos como de activos, & =
{¢1,b2,...,¢n} en fechas preestablecidas t;, | = 1,2,...,n. Suponga que se cuenta con
una muestra ® de curvas de rendimiento generadas con la metodologia de Heath, Jarrow
y Morton. El valor presente de los flujos financieros, ® con la tasa de la j-ésima curva de
rendimiento se denotard por w;(®), j = 1,2,...,m. Si ® es pensado como un conjunto
de posibles escenarios (estados de la naturaleza), entonces {u1(®),...,u;(®),...,um(P)}
puede verse como una muestra proveniente de la distribucién del valor presente de ®, de-
notado por u(®). La distribucién empirica de u(®) se define para cualquier z € (—o0, c0)
como:

0, si z< U(l)(q)),
k

Gm(.’lf) = Ea s u(k)<(1)) <z < U(k+1)((1)) (k =12..0..,m— 1)7 (161)
1, si z> U(m)(@),

donde

son las estadisticas de orden de la muestra

{ur (@), ..., uz(®),...,um(P®)},

i.e., los valores muestrales ordenados en forma creciente. El percentil (o cuantil de orden
p) de u(®), denotado por z,, se define mediante:

p < Gm(rp) <p+Polu(®) =2} (16.2)

La distribucion empirica permite calcular la probabilidad de que el valor presente de nue-
stros flujos tome valores menores que un cierto percentil, lo cual es 1til para estable-
cer regiones de riesgo con cierto nivel de confianza. Es decir, dentro del contexto de la
metodologia del valor en riesgo y construyendo una distribuciéon empirica, podemos cal-
cular el valor en riesgo de nuestro portafolio (flujos de activos y pasivos) para variaciones
diarias de las tasas, con un cierto nivel de confianza
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16.2 Distribucion global del valor presente de un conjunto de flujos esperados
cubiertos con bonos cupén cero

Una vez que hemos calculado el nimero de bonos para cada vencimiento, como soluciones
locales, se determina la distribucion del valor presente de un conjunto de flujos esperados
incorporando bonos cupén cero; a fin de evaluar las soluciones globalmente y cuantificar el
riesgo de este portafolio ampliado con la incorporacién de bonos. Considere un conjunto
de flujos financieros, ® = {¢1,¢2,...,¢,} en fechas preestablecidas t1,ta,...,t1,...,ty.
Suponga, ademas, que se cuenta con una muestra de curvas de rendimiento. Entonces, el
valor presente de los flujos financieros incluyendo los bonos que inmunizan dichos flujos
con la estructura de plazos asociada al j-ésimo elemento de la muestra, con fechas de
vencimiento T4,T, T3 y T4, respectivamente, se denota por w;(®,V). En este caso, la
distribucién empirica de u(®, V') se define para cualquier z € (—o0,c0) como:

0, si z<up(®,V),
Hy(2) = % si u) (@, V) <2 < upen(®,V) (k=1,2,...,1,...,n — 1), (16.3)
L, si 22> up(P,V),
donde

U(l)(q), V),... ,U(j)(Q, V),... ,U(n)(q), V)

son las estadisticas de orden de la muestra
{ur(®,V),...,u2(®,V),...,un(®,V)},

i.e., son los valores muestrales ordenados en forma creciente. El percentil (o cuantil de
orden p ) de u(®, V'), denotado por z,, se define mediante:

p < Hp(zp) <p+Pr{u(®,V)=2,} (16.4)
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17. Ilustracién del método de cobertura propuesto

Uno de los métodos méas utilizados en la medicion de riesgos de mercado es el de valor
en riesgo (VeR) (Jorion, 1999). En la metodologia propuesta se genera la distribucion de
pérdidas potenciales. Esta distribucion se utiliza para estimar intervalos de confianza de
posibles pérdidas con cierto grado de confianza estadistica y en un plazo determinado. En
esta seccion, estamos interesados en analizar pérdidas potenciales en el valor presente de
un conjunto de flujos de efectivo, a través de un registro histérico de curvas de rendimiento.

A continuacion se ilustra el método propuesto de inmunizacién global para un conjunto
de flujos de efectivo. Los objetivos especificos de este ejercicio son: 1) medir el riesgo a
partir de métodos locales (para cambios pequenos en tasas de interés); 2) analizar cémo
cambios adversos en la tasa de interés afectan el valor presente de los flujos; 3) presentar
varias estrategias con contratos a futuro sobre bonos cupén cero que inmunizan los riesgos
de un conjunto de flujos; y 4) evaluar las distintas estrategias con el fin de seleccionar la
mas adecuada para cubrir los flujos de efectivo.

En el siguiente ejercicio, a partir de un registro historico de la estructura de plazos
CETES, se genera la distribucién del valor presente de los flujos financieros. Posterior-
mente, con referencia a la curva de rendimientos méds reciente se determinan la duracién
y convexidad monetaria del valor presente de dichos flujos y se calculan las cantidades de
contratos a futuro sobre bonos cupén cero que lo inmunizan. Estas cantidades, junto con
los precios de los contratos a futuro, se utilizan para generar la distribuciéon conjunta de
los flujos financieros y de los flujos propios de los contratos a futuro sobre bonos.

Asimismo, se comparan las varianzas de las distribuciones empiricas de los flujos
financieros con y sin contratos a futuro, con el fin de analizar el efecto que en términos
de reduccion de riesgos tiene la incorporacién de contratos a futuro en nuestro portafolio
de activos y pasivos. En la Tabla 1 se presenta un conjunto de flujos financieros dados,
asi como las fechas de vencimiento de los contratos a futuro. La muestra de curvas de
rendimiento que se considerd es del 31 de diciembre de 2001 al 30 de junio de 2002.
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Fechas de Montos de Vencimientos
flujos flujos de los contratos
1 Futuro = 1 lote
de 10,000 CETES
31-Dic-01 910,000 10-Dic-01 Analisis histérico
— 21 = —5.90
31-Ene-02 -950,000 10-Ene-02 c/futuros | s/futuros
ro = 6.24
31-Mar-02 1,000,000 10-Mar-02 19,567.17 | -9,222.72
r3 = —6.05
30-Jun-02 -930,000 10-Jun-02 389.11 27,112.2
ryq = 8.11
20-Dic-01 Analisis histérico
— x1 = —10.02
20-Feb-02 c/futuros | s/futuros
r9 = 6.24
20-Mar-02 18,452.89 | -9,444.62
x3 = —6.55
20-Jun-02 5,117.80 28,279.4
xy = 2.17
29-Dic-01 Analisis histérico
— x1 = —15.52
29-Ene-02 c/futuros | s/futuros
x9 = 16.29
29-Feb-02 21,025.67 | -9,444.62
xr3 = —9.75
29-Jun-02 9,101.41 | 28,279.4
ry = 8.27

Cuadro 17.1 Flujos de efectivo, vencimientos de bonos y estrategias de cobertura

Como puede observarse, en la Tabla 1, las fechas preestablecidas de los flujos de efectivo
no coinciden con las fechas de vencimiento de los contratos a futuro de CETES. Después
de igualar la duracién monetaria y la convexidad monetaria de cuatro contratos a futuro
con diferentes vencimientos con la duracién monetaria y la convexidad monetaria de los
flujos financieros, se obtienen las cantidades de contratos que inmunizan los flujos. La
Tabla 17.1 muestra los resultados del método histérico.

Observe que para la estrategia con fechas de vencimiento 77 = 10—Dic—01, Ty =
10—Ene—02, T3 = 10—Mar—02 y 74 = 10—jun—02 se tiene una reduccién en la varianza
al incluir bonos. Lo mismo sucede para las fechas de vencimiento 77 = 20—Dic—01,
Ty = 20—Feb—02, T3 = 20—Mar—01 y T4y = 20—jun—02, asi como para 77 = 29—Dic—01,
Ty = 29—Ene—02, T3 = 29—Feb—01 y T4 = 29—jun—02. Sin embargo, para fechas de
vencimiento lejanas a las de los flujos, la varianza de estos incluyendo contratos a futuro
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aumenta. Observe, de igual manera, que la series de varianza minima en el valor presente de
los flujos esta dado por el primer caso, en donde la reduccién de la varianza es importante.

Después de generar la distribucion del valor presente de un conjunto de flujos esperados
incorporando contratos a futuro, con el objetivo de determinar las soluciones globales, se
tiene la siguiente tabla resumen del valor en riesgo (VeR) por variaciones de mercado:

Variaciones de mercado Variaciones de mercado
(c¢/futuros) s/futuros
1 18,345.31 I 25,5987.78
o 498.36 o 18,785.23
Percentil VP Cambio respecto VP Cambio respecto
a la base a la base
Maéaximo 20,934.65 3,564.72 99,569.57 98,152.91
0.995 20,474.68 2,153.27 93,741.11 81,674.95
0.990 19,793.72 1,343.55 84,423.88 78,193.55
0.950 19,576.92 887.38 56,477.45 39,179.59
0.900 19,445.35 967.99 41,123.45 22,103.26
0.800 19,219.85 256.88 32,675.34 14,745.66
0.700 19,378.21 193.71 27,664.72 11,359.97
0.600 19,251.76 141.92 26,293.75 6,987.29
0.500 19,183.98 97.22 24.,648.33 5,357.89
0.400 19,128.52 -17.89 22,032.51 2,718.75
0.300 19,112.67 -65.89 17,772.74 -852.72
0.200 19,054.25 -188.73 13,872.42 -6,134.35
0.100 18,762.25 -395.22 8,558.37 -11,191.46
0.050 18,232.15 -769.59 1,975.21 -15,445.71
0.010 18,032.16 -1,398.21 -11,448.66 -30,728.52
0.005 17,868.44 -1,251.82 -23,826.99 -44,725.17
Minimo 15,459.78 -3,548.72 -76,993.41 -932,932.46

Cuadro 17.3 Cuadro resumen de variaciones de mercado.

Por ejemplo, con un valor en riesgo del 0.5% (dltimo valor en el cuadro 3) hay una reduccién
de 1,251.82 en el valor presente respecto a la base del método histérico y una reduccion de
44.,725.17 en el valor presente respecto a la base con variaciones de mercado.
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18. Conclusiones

Se ha desarrollado un modelo de inmunizaciéon del valor presente de un conjunto de flu-
jos financieros, activos y/o pasivos, contra el riesgo de tasa de interés mediante el uso de
contratos a futuro sobre bonos cupén cero. El modelo representa una herramienta indis-
pensable para que las tesorerias de corporativos, inversionistas institucionales y fondos de
pensiones administren el riesgo de tasa de interés oportuna y adecuadamente. Dado que
un contrato a futuro sobre un bono cupoén cero es un derivado de la tasa corta, varias
metodologias de valuacion de bonos basadas en la dindmica de la tasa corta o la tasa
forward instantanea fueron discutidas y extendidas. Las estrategias de cobertura que se
derivan del modelo propuesto conducen a una reduccién significativa del riesgo de mercado.

A partir de un registro histérico de las estructuras de plazos de la tasa de interés de
CETES, generadas con el modelo de Heath, Jarrow y Morton, se obtuvieron las distribu-
ciones empiricas del valor presente de un conjunto de flujos financieros dado, con y sin
inmunizacién mediante contratos a futuro de bonos cupén cero. El objetivo fue comparar
los efectos en la varianza del valor presente de dichos flujos antes y después de la cobertura.
Los conceptos de duracion y convexidad monetaria desempenaron un papel importante en
el desarrollo del modelo en cuanto a la medicion y control del riesgo en tasas de interés.
La robustez de las estrategias obtenidas se evaltia con la metodologia de valor en riesgo.
Por tltimo, a través de una ilustracion sencilla, el modelo desarrollado fue aplicado para
cubrir el valor presente de un conjunto de flujos financieros.

Bajo la especificacion de ciertas condiciones de regularidad, siempre es posible encon-
trar una serie de contratos a futuro sobre bonos cupén cero que inmunicen el valor presente
de un conjunto de flujos financieros. Este problema se puede resolver con programacion
entera en donde se tiene un conjunto de puntos factibles sin restriccién en el signo y se
desea encontrar aquél que minimice la varianza. En este sentido, se requiere mas investi-
gacion con métodos de programacién matematica. Asimismo, es importante extender el
conjunto factible con otros instrumentos de cobertura, por ejemplo, opciones.
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