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R e su m e n

En este trabajo de investigaci¶on se presenta un modelo de inmunizaci¶on de °ujos ¯-
nancieros, activos y/o pasivos, de tesorer¶³as de corporativos, inversionistas institucionales
y fondos de pensiones contra el riesgo de tasa de inter¶es mediante el uso de contratos a
futuro sobre bonos cup¶on cero, espec¶³¯camente contratos a futuro sobre t¶³tulos de deuda
p¶ublica del gobierno mexicano, certi¯cados de la tesorer¶³a (CETES) , que se encuentran
listados en el MexDer, Mercado Mexicano de Derivados, S. A. de C. V. Las estrategias de
cobertura que se derivan del modelo propuesto conducen a una reducci¶on signi¯cativa del
riesgo de mercado. Varias metodolog¶³as de valuaci¶on de bonos basadas en la din¶amica de
la tasa corta o la tasa forward instant¶anea se discuten y extienden. Asimismo, se revisan
diversas t¶ecnicas de calibraci¶on de curvas de ceros. En particular, se estima la curva de
rendimiento de CETES a trav¶es de una extensi¶on de la metodolog¶³a de Heath, Jarrow y
Morton (1992) . Los conceptos de duraci¶on y convexidad desempe~nan un papel importante
en el desarrollo de nuestra propuesta en cuanto a la medici¶on y el control del riesgo de
tasa de inter¶es. Espec¶³¯camente, se controla el riesgo de desplazamientos paralelos y mo-
derados de la curva de rendimiento y no existe control sobre otros riesgos. La robustez
de las estrategias obtenidas se eval¶ua con la metodolog¶³a de valor en riesgo. A manera
de ilustraci¶on, el modelo desarrollado es aplicado en la cobertura de un conjunto de °ujos
¯nancieros.

C lasī ca ci¶on J E L : G 11, G 13
P alab ras clave: In m u n izaci¶on d e p ortafolios, con tratos a fu tu ro, riesgo d e tasa d e in ter¶es, valor en riesgo

A b str a c t

In this paper we present a model to immunize a future stream of assets and/or liabilities of
corporate treasurer's o±ces, institutional investors, and pension funds against interest-rate
risk by means of interest-rate futures contracts, speci¯cally futures contracts on Mexican
government bonds, treasury certi¯cates (CETES) , which are listed in the Mexican futures
exchange, MexDer. Several bond pricing methodologies, based on the dynamics of either
the short rate or the instantaneous forward rate are discussed and extended. Moreover,
various yield curve calibration techniques are reviewed. In particular, we estimate the
yield curve associated to CETES by extending the Heath, Jarrow, and Morton's model
(1992) . the Hedging strategies derived from the model reduce signi¯cantly the market risk.
Concepts of duration and convexity play an important role in our proposal in measuring
and controlling interest-rate risk. Speci¯cally, the risk of small or moderate parallel shifts
in the zero-cupon yield curve is controlled; however, there is no control on other risks. The
robustness of the derived strategies is assessed in terms of the methodology of value at
risk. As an illustration of the proposal, an application is addressed .

J E L C lassī ca tion : G 11, G 13
K ey w ord s: P ortfolio Im m u n ization , in terest-rate fu tu res con tracts, in terest-rate risk , valu e at risk
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1 . In tro d u c c i¶o n

El tama~no considerable que han alcanzado los mercados de futuros ¯nancieros, se debe
en gran medida a la °exibilidad que estos instrumentos proporcionan a sus usuarios para
entrar o salir r¶apidamente del mercado debido a la liquidez que generan (i.e., siempre es
posible encontrar compradores y vendedores) y al apalancamiento que presentan (i.e., la
inversi¶on inicial es peque~na comparada con la de otros instrumentos) . Adem¶as, dado que
las operaciones se llevan a cabo en un mercado altamente organizado en el que se operan
contratos futuros estandarizados, el riesgo contraparte es m¶³nimo, o casi nulo, debido a
la asociaci¶on del mercado con una c¶amara de compensaci¶on y liquidaci¶on, la cual act¶ua
como contraparte de todas las partes bajo la administraci¶on de un esquema de m¶argenes
y fondos propios, situaci¶on que garantiza el cumplimiento de las obligaciones adquiridas
por todas las posiciones, cortas y largas.

El riesgo por °uctuaciones adversas en la tasa de inter¶es se re°eja en la posibilidad de
que los °ujos que se tienen planeados no se presenten ni en la magnitud ni en los tiempos
que se esperan. Este riesgo puede reducirse, y en ocasiones eliminarse, si se cubre ade-
cuadamente el valor presente de los °ujos esperados tomando posiciones en contratos a
futuro sobre bonos cup¶on cero. Los contratos a futuro, y en particular los que se re¯eren a
t¶³tulos de deuda p¶ublica, son herramientas ¶utiles que permiten a las tesorer¶³as de corpora-
tivos, inversionistas institucionales y fondos de pensiones administrar el riesgo de mercado
con costos bajos de transacci¶on.

En la actualidad, se cuenta con un mercado reconocido por las autoridades ¯nancieras,
¯scales y monetarias en el que se negocian y cotizan contratos futuros estandarizados, el
MexDer, Mercado Mexicano de Derivados, S. A. de C. V. Este mercado especializado
ha contribuido, en cierta medida, a generar un ambiente de estabilidad en la econom¶³a
mexicana, pues cuando los futuros listados sobre bonos se utilizan adecuadamente, ¶estos
protegen a los agentes econ¶omicos contra °uctuaciones adversas en el mercado, lo que
modi¯ca en forma positiva las expectativas econ¶omicas en el mediano y largo plazo. En
conclusi¶on, los contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero son instrumentos que permiten
a los agentes ¯nancieros cubrir sus posiciones pasivas y/o activas, en respuesta a sus
expectativas econ¶omicas, reduciendo el riesgo y la incertidumbre.

La inmunizaci¶on de un conjunto de °ujos esperados consiste en determinar un portafo-
lio de contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero que genere los °ujos de efectivo que se
requieren para compensar las posibles p¶erdidas en el valor presente de dichos °ujos. En
este trabajo, las estrategias de inmunizaci¶on se determinan con base en la sensibilidad a
la fecha de inicio de la cobertura, as¶³ como de la duraci¶on y convexidad del valor presente
de los °ujos y de un conjunto de contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero. Para evaluar
la robustez de las estrategias obtenidas en t¶erminos globales, es decir, en t¶erminos del
comportamiento hist¶orico de la tasa de inter¶es, se genera la distribuci¶on conjunta del valor
presente de los °ujos ¯nancieros y de los °ujos propios que producen los contratos a futuro
sobre bonos cup¶on cero. Se comparan las varianzas de las distribuciones emp¶³ricas de los
°ujos ¯nancieros con y sin cobertura, y se estiman, en ambos casos, p¶erdidas potenciales
en t¶erminos del valor en riesgo en un periodo de tiempo dado.

La literatura disponible sobre inmunizaci¶on y cobertura es extensa. Vale la pena
destacar los trabajos de: Gonz¶alez-Arechiga et a l. (2000a,b) y (2001) ; Kolb (1998) ;
Venegas-Mart¶³nez (2000) , (2001a,b,c) , (2002) , (2003a,b,c) ; Venegas-Mart¶³nez y Carrillo
(2002) ; Venegas-Mart¶³nez y D¶³az-Tinoco (2001) y (2002) ; Venegas-Mart¶³nez y Gonz¶alez-
Ar¶echiga (2000) y (2002) ; Zenios (1996) ; Fabozzi (1994) ; Chance (1990) ; Cox et a l. (1979) ;
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Platt (1986) ; Schaefer (1986) ; Chua (1984) ; Ingersoll et al. (1978) ; Bierwarg et a l. (1978) ;
Bierwarg et a l. (1983a,b) ; Fabozzi y Pollack (1987) ; y Granito (1984) . La literatura sobre
valor en riesgo es tambi¶en abundante, as¶³ que s¶olo mencionamos algunos trabajos: Jorion
(1999) ; Beckstrom y Campbell (1995) ; y Kupiec (1995) .

En esta investigaci¶on se discuten y extienden varias metodolog¶³as de valuaci¶on de
contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero basadas en la din¶amica de la tasa corta o la
tasa forward instant¶anea. Asimismo, en este trabajo de investigaci¶on se desarrolla un
procedimiento para inmunizar el valor presente de un conjunto de °ujos ¯nancieros con
contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero. Los conceptos de duraci¶on y convexidad,
¶utiles en la medici¶on y el control del riesgo por desplazamientos paralelos y moderados en
la curva de rendimiento, desempe~nan un papel primordial en la metodolog¶³a propuesta.
Con el prop¶osito de generar curvas de rendimiento de CETES, se extiende el modelo
de Heath, Jarrow y Morton (1992) , al cual nos referiremos, en forma breve, como HJM.
Posteriormente, se obtienen las distribuciones emp¶³ricas de un conjunto de °ujos ¯nancieros
con y sin inmunizaci¶on, y se comparan los efectos en la varianza y en el valor en riesgo a
niveles predeterminados de probabilidad.

Este trabajo est¶a organizado como sigue. En la secci¶on 2, se presenta la ecuaci¶on
diferencial parcial del comportamineto del precio de un contrato a futuro sobre un bono
cup¶on cero. En la secci¶on 3, se discute y extiende el modelo de Merton sobre tasa corta.
En el trancurso de secci¶on 4, se presenta y extiende el modelo de tasa corta de Vasicek bajo
el enfoque de ecuaciones diferenciales parciales. En la secci¶on 5, se discute y extiende el
modelo de tasa corta de Vasicek bajo el enfoque probabilista. En la secci¶on 6, se presenta
y extiende el modelo de tasa corta de Cox, Ingersoll y Ross. En la secci¶on 7, se discute y
extiende el Modelo de Ho y Lee ¶util en la calibraci¶on de la curva de rendimiento con precios
actuales. En la secci¶on 8, se desarrolla y extiende el modelo de Hull y White para calibrar
la curva de rendimiento con una curva de rendimiento inicial. En la secci¶on 9, se discute
y extiende el modelo Longsta®, tambi¶en conocido como el modelo de doble ra¶³z. En la
secci¶on 10, se discute y extiende el modelo Brennan y Schwartz de dos factores \consol" .
A trav¶es de la secci¶on 11, se desarrolla y extiende el modelo de Black, Derman y Toy. En
la secci¶on 12, se aplica el teorema de Girsanov en valuaci¶on de bonos cup¶on cero. En la
secci¶on 13, se presenta y extiende el modelo de Heath, Jarrow y Morton. En la secci¶on
14, se introduce la ecuaci¶on de compensaci¶on de un portafolio combinado de futuros y
°ujos. A trav¶es de la secci¶on 15, se presenta un m¶etodo local de inmunizaci¶on de °ujos
¯nancieros que no s¶olo utiliza duraci¶on y convexidad, sino tambi¶en sensibilidad al tiempo.
En el transcurso de la secci¶on 16, se lleva a cabo la medici¶on del valor en riesgo del valor
presente de los °ujos ¯nancieros con y sin cobertura. En la secci¶on 17, se ilustra, con un
ejemplo sencillo, el m¶etodo propuesto en la inmunizaci¶on del valor presente de un conjunto
de °ujos ¯nancieros. Por ¶ultimo, en la secci¶on 18, se resumen los principales resultados de
la investigaci¶on, se destacan las limitaciones y ventajas del m¶etodo propuesto y, ¯nalmente,
se mencionan algunas l¶³neas de investigaci¶on futura.
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2 . E c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e l c o m p o rta m ie n to d e l p re c io d e
u n c o n tra to a fu tu ro so b re u n b o n o c u p ¶o n c e ro

En esta secci¶on se presenta una metodolog¶³a para valuar un contrato a futuro sobre un bono
cup¶on cero en t¶erminos de la evoluci¶on de la tasa de inter¶es instant¶anea, tambi¶en llamada

1tasa de inter¶es \spot" , tasa corta de inter¶es o simplemente tasa corta . Espec¶³¯camente,
el precio de un bono cup¶on cero que se emite en t y que paga una unidad monetaria en el
vencimiento, al tiempo T , est¶a dado por ¯" ( ) #Z ¯T ¯

B = B (r ;t;T ) = E exp ¡ r ds F ;¯t s t¯t

donde r es la tasa corta y F es la informaci¶on disponible al tiempo t. El precio de unt t

contrato a futuro, U = U (0;K ;B (r ;t;T );t;T ) ; que se pacta en el tiempo 0 y que en elt

vencimiento, al tiempo t, entrega un bono que paga una unidad monetaria en T > t, a
cambio de una cantidad preestablecida K , est¶a dado por

U (0;K ;B (r ;t;T ) ;t;T ) = exp f R (0;T )T g ¡ K exp f R (0;t)tgt ( ) ½ ¾Z ZT t

=N exp ¡ r ds ¡ K exp ¡ r dss s
0 0

¶o ½ ¾Z t

U (0;K ;B (r ;t;T );t;T ) = (f ¡ K ) exp ¡ r ds ;t t;T s
0

donde ( )Z T

f = N exp ¡ r ds :t;T s
t

Observe ahora que se puede escribir, en forma breve, el precio del contrato futuro como

V (r ;t;T ) ´ U (0;K ;B (r ;t;T );t;T ) ;t t

es decir, el precio de un contrato a futuro sobre un bono cup¶on cero es tambi¶en funci¶on de
la tasa instant¶anea r , dicho en otras palabras, un contrato futuro sobre un bono cup¶ont

cero puede verse tambi¶en como un producto derivado de la tasa corta, r . Claramente, ent

el momento en que pacta el contrato, en ausencia de costos de transacci¶on, V (r ;0;T ) = 0.t

Por otro lado, el precio de un bono cup¶on cero que se emite en t y que paga una unidad
monetaria en T tambi¶en se puede escribir como: ¯· ¸¯

R (t;T )(T ¡ t) ¯B = B (r ;t;T ) = E e F ;t t¯
donde ( )Z T1

R (r ;t;T ) = exp ¡ r dst s
T ¡ t t

1 O tra p o sib ilid a d co n siste en va lu a r co n tra to s a fu tu ro so b re b o n o s cu p ¶o n cero co n b a se en la d in ¶a m ica

d e la ta sa fo rw a rd in sta n t¶a n ea f (t;T ):
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es la curva de rendimiento, tambi¶en llamada estructura de plazos, se sigue entonces que

V (r ;t;T ) ´ U (B (R (t;T );t;T ) ;t;T ):t

Es decir, cuando se considera en el contrato a futuro del bono su rendimiento en el plazo
[t;T ] , R (r ;t;T ) , dicho rendimiento sigue siendo funci¶on de r .t t

2 .1 M o d e lo s e sto c ¶a stic o s d e ta sa d e in te r¶e s c o rta

Es importante reconocer que el ob jetivo que persiguen, en general, los modelos de tasas
de inter¶es corta no es elaborar pron¶osticos precisos de su nivel, sino explicar en t¶erminos
estad¶³sticos el comportamiento del mercado. As¶³ pues, estos modelos intentan describir
esencialmente propiedades estad¶³sticas del mercado, por ejemplo, tendencia, reversi¶on,
sesgo, curtosis, colas pesadas, intervalos de con¯anza, probabilidades de ocurrencia, pre-
cios promedio, etc¶etera. Sin que se demerite el gran avance te¶orico y pr¶actico que se ha
alcanzado en la disciplina.

Dado que no existe vencimiento instant¶aneo en el mercado de t¶³tulos de deuda, es
importante contar con una de¯nici¶on pr¶actica (operativa) de tasa corta. Se de¯ne la tasa
corta como la tasa de inter¶es de plazo m¶as corto disponible en el mercado de bonos cup¶on
cero. El supuesto de que la tasa corta se mantiene constante, o bien que su din¶amica est¶a
determinada por una funci¶on conocida en el tiempo, dif¶³cilmente podr¶³a ser aceptado en
la pr¶actica. En general, se observa que la tasa de inter¶es corta tiene un comportamiento
impredecible. La tasa de inter¶es corta que prevalece hoy en el mercado no tiene por qu¶e
ser la misma de ma~nana o de la semana entrante, su nivel depender¶a de la oferta y la
demanda por t¶³tulos de deuda al plazo m¶as corto disponible en el mercado. Seguramente,
las tesorer¶³as de corporativos, los inversionistas institucionales y los fondos de pensiones
podr¶³an dar mejor cuenta del comportamiento impredecible de la tasa corta.

En vista de que no es posible predecir el comportamiento de la tasa corta, podr¶³a
ser razonable modelarla a trav¶es de un proceso estoc¶astico. Al respecto, el movimiento
Browniano no s¶olo describe las °uctuaciones propias del mercado en muchos casos, sino
tambi¶en proporciona un conjunto de herramientas de an¶alisis. Existen en la literatura un
n¶umero importante de modelos de tasa corta ligados al movimiento Browniano.

Sea f W g un movimiento Browniano de¯nido sobre un espacio ¯jo de probabilidadt t¸ 0
(−;F ;IP) y sea IF = f F g su ¯ltraci¶on aumentada, la cual representa la informaci¶ont t¸ 0
del mercado disponible hasta el tiempo t. Se supone que la din¶amica estoc¶astica de la tasa
corta, r , es conducida por una ecuaci¶on de la forma:t

dr = ¹ (r ;t)dt + ¾ (r ;t)dW ; (2:1)t t t t

donde ¹ (r ;t) y ¾ (r ;t) son procesos adaptados a la ¯ltraci¶on f F g . Como puede ob-t t t t¸ 0
servarse, el proceso f W g representa la ¶unica fuente de incertidumbre. En las seccionest t¸ 0
subsiguientes, se estudiar¶an varias formas funcionales de ¹ (r ;t) y ¾ (r ;t) que determinant t

din¶amicas espec¶³¯cas de la tasa corta. Es importante prevenir al lector de la notaci¶on
simpli¯cada que se utiliz¶o en (2.1) , la expresi¶on correcta de (2.2) esZ Zt t

r = r + ¹ (r ;u )du + ¾ (r ;u )dW : (2:2)t 0 u u u
0 0
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De hecho, la ecuaci¶on (2.1) es un abuso de notaci¶on, ya que el ob jeto de estudio del c¶alculo
estoc¶astico es la integral estoc¶astica. Sin embargo, la mayor parte del desarrollo de la teor¶³a
¯nanciera moderna utiliza como notaci¶on simpli¯cada una ecuaci¶on diferencial estoc¶astica,
teniendo, por supuesto, siempre en mente una integral estoc¶astica.

Con el prop¶osito de asegurar que (2.2) tenga una soluci¶on ¶unica, r , adaptada a lat

¯ltraci¶on IF, se requiere que ¹ (r ;t) y ¾ (r ;t) satisfagan la condici¶on global de Lipschitzt t

j¹ (x ;t) ¡ ¹ (y ;t)j · K jx ¡ y j para toda t 2 [0;1 ) y x ;y 2 IR;

junto con la condici¶on de crecimiento

2 2 2¹ (x ;t) + ¾ (x ;t) · K (1 + x ) para toda t 2 [0;1 ) y x 2 IR:

Asimismo, a ¯n de que la media y varianza del proceso (2.2) est¶en bien de¯nidas, se
requiere que se satisfagan las siguientes condiciones de integrabilidad, casi dondequiera
con respecto de IP, Z Z1 1

2j¹ (r ;t)jdt < 1 y ¾ (r ;t)dt < 1 :t t
0 0

Bajo las condiciones anteriores existe un ¶unico proceso r , adaptado a la ¯ltraci¶on IF, cont

media y varianza, condicionales en la informaci¶on F , ¯nitas dadas, respectivamente, por0Z Zt 1
E [r j F ] = r + ¹ (r ;u )du · j¹ (r ;t)jdt < 1t 0 0 u t

0 0

y Z t
2Var [r j F ] = ¾ (r ;u )du :t 0 u

0

2 .2 In m u n iz a c i¶o n d e u n p o rta fo lio d e c o n tra to s a fu tu ro so b re b o n o s
c u p ¶o n c e ro

En lo que sigue se denotar¶a el precio de un contrato a futuro sobre un bono cup¶on cero
mediante V (r ;t; T ) . La valuaci¶on de contrato a futuro sobre un bono cup¶on cero est

diferente a la valuaci¶on de un producto derivado de una acci¶on, pues no existe un activo
subyacente con el cual se cubra el derivado, ya que, a diferencia de una acci¶on, la tasa
corta, r , no tiene un precio. Una posibilidad de inmunizar un portafolio con dos contratost

a futuro, consiste en cubrir un contrato a futuro con otro contrato, pero de posici¶on
contraria y vencimiento diferente.

Considere un portafolio con contratos a futuro con vencimientos diferentes T y T . De1 2

acuerdo con la notaci¶on previamente introducida, el contrato a futuro con vencimiento T 1
tiene precio V (r ;t; T ) y el contrato futuro con vencimiento T tiene precio V (r ;t; T ) .1 t 1 2 2 t 2

El portafolio a cubrir consiste de w unidades del contrato a futuro de precio V (r ;t; T )1 1 t 1

y w unidades del contrato a futuro de precio V (r ;t; T ) . Si denotamos el valor de este2 2 t 2

portafolio en la fecha t por ¦ , se tiene que:t

¦ = w V + w V :t 1 1 2 2
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El cambio en el portafolio en el instante dt, debido a °uctuaciones en los precios de los
contratos a futuro y no en el rebalanceo del portafolio (cambios en w ¶o w ) , se calcula1 2

mediante el Lema de Itô. As¶³, por ejemplo, en el caso de V se tiene que1µ ¶
2@ V @ V @ V @ V1 1 1 121dV = + ¹ (r ;t) + ¾ (r ;t) dt + ¾ (r ;t)dW ;1 t t t t22@ t @ r @ r @ rt tt

en cuyo caso se encuentra que el cambio en el valor del portafolio satisface

d¦ =w dV + w dVt 1 1 2 2µ ¶ µ ¶
2 2@ V @ V @ V @ V1 1 2 22 21 1=w + ¾ (r ;t) dt + w + ¾ (r ;t) dt1 t 2 t2 22 2@ t @ r @ t @ rt tµ ¶ µ ¶

@ V @ V @ V @ V1 2 1 2
+ w + w ¹ (r ;t)dt + w + w ¾ (r ;t)dW :1 2 t 1 2 t t

@ r @ r @ r @ rt t t t

Si se eligen w = 1 y w = ¡ (@ V = @ r ) = (@ V = @ r ) , el coe¯ciente de dW se anula y,1 2 1 t 2 t t

como consecuencia, se elimina la componente aleatoria correspondiente a dW , es decir, set

elimina el riesgo mercado. En este caso, se tiene que· µ Á ¶µ ¶¸
2 2@ V @ V @ V @ V @ V @ V1 1 1 2 2 22 21 1d¦ = + ¾ ¡ + ¾ dt: (2:3)t 2 22 2@ t @ r @ r @ r @ t @ rt tt t

2 .3 E x iste n c ia d e u n siste m a b a n c a rio

Se supone que existe un sistema bancario en el que los agentes pueden prestar y pedir
prestado a la tasa r en cualquier tiempo t. As¶³ pues, bajo la elecci¶on w = 1 yt 1

w = ¡ (@ V = @ r ) = (@ V = @ r )2 1 t 2 t

en la composici¶on del portafolio, ¶este puede resultar positivo en cuyo caso se presta ¦ y set

genera durante dt un ingreso adicional d¦ = r ¦ dt > 0, o bien puede resultar negativo,t t t

en cuyo caso se pide prestado ¦ y se genera durante dt una obligaci¶on d¦ = r ¦ dt < 0.t t t t

En cualquier caso, · µ Á ¶ ¸
@ V @ V1 2

d¦ = r ¦ dt = r V ¡ V dt: (2:4)t t t t 1 2
@ r @ r t

2 .4 C o n d ic i¶o n d e e q u ilib rio

Si se utilizan argumentos t¶³picos de arbitraje, se sigue que (2.3) y (2.4) tienen que ser
iguales. En efecto, suponga, por ejemplo, que ¦ > 0 y que esta cantidad se presta alt

banco. Si esta alternativa de inversi¶on generar¶a una ganancia mayor que la de comprar
un contrato a futuro, los agentes no podr¶³an explotar esta ventaja inde¯nidamente ya que
los precios en el mercado de contratos a futuros eventualmente se ajustar¶³an, eliminando
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oportunidades de arbitraje libres de riesgo. Despu¶es de igualar (2.3) con (2.4) y agrupar
los t¶erminos tanto en V en el lado izquierdo, como en V en el lado derecho, se obtiene1 2

queµ ¶Á µ ¶Á
2 2 2 2@ V ¾ (r ;t) @ V @ V @ V ¾ (r ;t) @ V @ V1 t 1 1 2 t 2 2

+ ¡ r V = + ¡ r V :t 1 t 22 2@ t 2 @ r @ r @ t 2 @ r @ rt tt t

Se observa que el lado izquierdo de la ecuaci¶on anterior es funci¶on de s¶olo de T y la del lado1

derecho es funci¶on s¶olo de T . Dado que ambos lados son iguales, se concluye entonces que2

los cocientes, de cada lado de la igualdad, son independientes de la fecha de vencimiento.
Por lo tanto, ambos lados son iguales a alguna funci¶on que no depende del vencimiento,
y que por conveniencia denotamos por ¡ m (r ;t) . Despu¶es de omitir los sub¶³ndices, lost

cuales son ahora innecesarios, se sigue queµ ¶Á
2@ V @ V @ V21+ ¾ (r ;t) ¡ r V = ¡ m (r ;t): (2:5)t t t t22@ t @ r @ r tt

Equivalentemente,
2@ V @ V @ V21+ ¾ + m (r ;t) ¡ r V = 0: (2:6)t t2 2@ t @ r @ r t

La funci¶on m (r ;t) ser¶a llamada tendencia neutral (al riesgo de mercado) del precio delt

contrato futuro. Para resolver (2.6) se requiere una forma funcional espec¶³¯ca de m (r ;t) ,t

la cual se determina en la siguiente secci¶on.

2 .5 E c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e l p re c io d e u n c o n tra to a fu tu ro
so b re u n b o n o c u p ¶o n c e ro , v a lu a c i¶o n n e u tra l a l rie sg o

Si se aplica el lema de Itô a V , se tiene que1µ ¶
2@ V @ V @ V @ V1 1 1 121dV = + ¹ (r ;t) + ¾ (r ;t) dt + ¾ (r ;t)dW :1 t t t t22@ t @ r @ r @ rt tt

Equivalentemente,
dV = ¹ (r ;t)V dt + ¾ (r ;t) V dW ;1 1 t 1 1 t 1 t

donde µ ¶Á
2@ V @ V @ V1 1 121¹ (r ;t) = + ¹ (r ;t) + ¾ (r ;t) V : (2:7)1 t t t 122@ t @ r @ rt t

y µ ¶
@ V ¾ (r ;t)1 t

¾ (r ;t) = : (2:8)1 t
@ r Vt 1

Expresiones semejantes puede derivarse para V . Considere ahora el valor del portafolio2

¦t
¦ = µ V + µ V :t 1 1 2 2
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Si las cantidades µ y µ no se modi¯can ante variaciones en el mercado, entonces1 2

d¦ = µ dV + µ dV :t 1 1 2 2

Es decir,

d¦ = (µ ¹ (r ;t) V + µ ¹ (r ;t) V ) dt + (µ ¾ (r ;t)V + µ ¾ (r ;t)V ) dW : (2:9)t 1 1 t 1 2 2 t 2 1 1 t 1 2 2 t 2 t

Si se eligen
¾ (r ;t)2 t

µ =1
V (¾ (r ;t) ¡ ¾ (r ;t) )1 2 t 1 t

y
¾ (r ;t)1 t

µ = ¡ ;2
V (¾ (r ;t) ¡ ¾ (r ;t) )2 2 t 1 t

el coe¯ciente del factor de riesgo dW se anula, entoncestµ ¶
¾ (r ;t) ¹ (r ;t) ¡ ¾ (r ;t) ¹ (r ;t)2 t 1 t 1 t 2 t

d¦ = dt: (2:10)t
¾ (r ;t) ¡ ¾ (r ;t)2 t 1 t

Si la expresi¶on anterior se iguala con

d¦ = ¦ r dt = (µ V + µ V ) r dt = r dt;t t t 1 1 2 2 t t

el cual es libre de riesgo al tiempo t, pues el nivel de la tasa r es conocido, se tiene quet

¹ (r ;t) ¡ r ¹ (r ;t) ¡ r1 t t 2 t t
= : (2:11)

¾ (r ;t) ¾ (r ;t)1 t 2 t

Es decir, el premio al riesgo, normalizado por la volatidad, que ofrecen dos contratos a
futuro de diferentes vencimientos es igual. En consecuencia, contratos a futuro de mayor
volatilidad pagar¶an un mayor diferencial entre el rendimiento medio del contrato a futuro
y la tasa libre de riesgo. Dado que en la ecuaci¶on (2.11) , el lado dedecho s¶olo depende del
vencimiento T y el izquierdo del vencimiento T , se sigue el premio al riesgo es indepen-1 2

diente de la fecha de vencimiento del contrato a futuro, el cual ser¶a denotado por ¸ (r ;T ) .t

En virtud de las de¯niciones de ¹ (r ;t) en ¾ (r ;t) dadas las ecuaciones (2.7) y (2.8) , se1 t 1 t

tiene que

2@ V @ V @ V21+ ¾ (r ;t) + (¹ (r ;t) ¡ ¸ (r ;t) ¾ (r ;t) ) ¡ r V = 0: (2:12)t t t t t t22@ t @ r @ r tt

Se observa que a partir de (2.6)

m (r ;t) = ¹ (r ;t) ¡ ¸ (r ;t) ¾ (r ;t): (2:13)t t t t

Es decir, la tendencia neutral al riesgo funci¶on de la tendencia y volatilidad de la tasa corta,
as¶³ como del premio al riesgo. Para encontrar la soluci¶on de (2.12) se deben determinar una
condici¶on ¯nal y dos de frontera. La condici¶on ¯nal corresponde al pago en el vencimiento
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para un contrato a futuro V (r ;T ; T ) . Las condiciones de frontera dependen de la formaT

de ¹ (r ;t) y ¾ (r ;t) .t t

2 .6 R e in te rp re ta c i¶o n d e l p re m io a l rie sg o

Observe que la ecuaci¶on (2.6) y el Lema de Itô conducen al siguiente sistema de dos
ecuaciones:

2@ V @ V @ V21+ ¾ (r ;t) + (¹ (r ;t) ¡ ¸ (r ;t) ¾ (r ;t) ) + r V = 0;t t t t t2 2@ t @ r @ r t· ¸
2@ V @ V @ V @ V21dV = + ¾ (r ;t) + ¹ (r ;t) dt + ¾ (r ;t)dW ;t t t t22@ t @ r @ r @ rt tt

lo que conduce a

@ V @ V
dV ¡ r V dt =¾ (r ;t)¸ (r ;t) dt + ¾ (r ;t)dWt t t t t

@ r @ rt t (2:14)
@ V

=¾ (r ;t) (¸ (r ;t)dt + dW ) :t t t
@ r t

El t¶ermino dW , en el par¶entesis del lado derecho de (2.14) , representa el riesgo de mercadot

del contrato a futuro. El otro t¶ermino dentro del par¶entesis del lado derecho de (2.14)
expresa el incentivo para adquirir un instrumento con riesgo. As¶³, si se hiciera un dep¶osito
de M unidades monetarias en un banco que paga la tasa corta de inter¶es, el rendimiento en0

el instante dt est¶a dado por dM =M = r dt. Note que al tiempo t, la tasa r es conocida.t r t t

De esta manera, al comparar los diferenciales dM ¡ r M dt y dV ¡ r V dt, el primero tienet t t t t t

un valor cero, mientras que el segundo es igual a las variaciones del mercado modeladas con
el t¶ermino en dW , as¶³ como el premio esperado por adquirir un instrumento con riesgo,t

representado por ¸ (r ;t) .t

2 .7 T a sa c o rta n e u tra l a l rie sg o

A partir de (2.1) se tiene que

dr = (¹ (r ;t) ¡ ¸ (r ;t) ¾ (r ;t) ) dt + ¾ (r ;t) (¸ (r ;t)dt + dW ) ; (2:15)t t t t t t t

la cual se puede comparar con

@ V
dV = r V dt + ¾ (r ;t) (¸ (r ;t)dt + dW ) : (2:16)t t t t

@ r t

De esta manera, las componentes estoc¶asticas de (2.15) y (2.16) son id¶enticas. Por otro
lado, en virtud de (2.6) , se sigue que

2@ V @ V @ V21+ (¹ (r ;t) ¡ ¸ (r ;t)¾ (r ;t) ) + ¾ (r ;t) ¡ r V = 0: (2:17)t t t t t t22@ t @ r @ rt t
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As¶³, la tendencia de (2.15) coincide con el coe¯ciente de @ V = @ r en (2.12) . Es importantet

destacar la similitud de (2.17) con la ecuaci¶on diferencial parcial de Black y Scholes.

2 .8 R e v isi¶o n d e su p u e sto s y c o n c lu sio n e s

En esta secci¶on se enlistan los supuestos que se utilizaron para obtener la ecuaci¶on difer-
encial parcial del comportamiento de un contrato a futuro. La mayor¶³a de estos supuestos
permiten encontrar resultados de manera sencilla.

(i) existe una especi¯caci¶on ex¶ogena de la din¶amica estoc¶astica de la tasa corta;

(ii) existe un mercado en el que se negocian contratos a futuro a todos los plazos;

(iii) existe un sistema bancario, o si se pre¯ere un mercado de cr¶edito, en el que los agentes
pueden prestar y pedir prestado a la tasa corta;

(iv ) no existen costos de transacci¶on (impuestos o comisiones) ;

(v ) no existen oportunidades de arbitraje libres de riesgo;
(v i) la informaci¶on con que cuentan los agentes es sim¶etrica.
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3 . M o d e lo d e M e rto n

En 1973, Robert Merton propuso uno de los primeros modelos para explicar la din¶amica
estoc¶astica de la tasa de inter¶es instant¶anea. Este primer intento de modelar el compor-
tamiento de la tasa corta, cuenta con varias limitaciones, entre las que se destacan: 1)
existe una probabilidad positiva de que la tasa corta tome valores negativos; 2) no pre-
senta reversi¶on a la media, es decir, no existe un mecanismo que obligue a la tasa corta a
regresar a su nivel de largo conforme el tiempo transcurre; 3) la esperanza y la varianza
condicionales de la tasa corta crecen sin l¶³mite al trancurrir el tiempo; y 4) la curva de
rendimiento y la tasa forward decrecen sin cota conforme el tiempo aumenta >Cu¶al es
entonces el bene¯cio o ventaja de estudiar este modelo? A pesar de las limitaciones, el
modelo de Merton representa el de tratamiento m¶as simple y el m¶as ¶util para introducir
varios conceptos relacionados con el estudio de las tasas de inter¶es. En cap¶³tulos poste-
riores se discutir¶an varios modelos m¶as realistas que, en esencia, corrigen las limitaciones
antes mencionadas.

3 .1 D in ¶a m ic a e sto c ¶a stic a d e la ta sa c o rta

Considere un movimiento Browniano (W ) de¯nido sobre un espacio ¯jo de proba-t t2 [0 ;T ]
bilidad con una ¯ltraci¶on, (−;F ;(F ) ;IP) . Aqu¶³, F es toda la informaci¶on relevantet tt2 [0 ;T ]
disponible en el tiempo t. El comportamiento de la tasa corta es conducida por la siguiente
ecuaci¶on diferencial estoc¶astica:

dr = bdt + ¾ dW ; (3:1)t t

donde b es una cantidad positiva, constante y conocida, y W es un proceso de Wienert

estandarizado. Si s > t, entonces Z s

r = r + b(s ¡ t) + ¾ dW : (3:2)s t u
t

Claramente, r se distribuye normalmente con media (condicional)t ¯£ ¤¯E r F = r + b(s ¡ t) (3:3)s t t

y varianza (condicional) ¯£ ¤
2¯Var r F = ¾ (s ¡ t) : (3:4)s t

Observe que a partir de (3.3) se tiene que si s > t,¯£ ¤¯E r + bs F = r + bt:s t t

es decir r ¡ bs es una martingala. Equivalentemente, la tasa corta menos su tendencia ess

una martingala. En palabras m¶as simple, el mejor pron¶ostico de r ¡ bs , dada la informaci¶ons¯ ¯£ ¤ £ ¤¯ ¯dispoble hasta el tiempo t, es r ¡ bt. Por ¶ultimo, note que E r F y Var r F crecens s t s t

sin cota conforme s aumenta.
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3 .2 D e te rm in a c i¶o n d e l p re c io d e u n b o n o c u p ¶o n c e ro

El precio de un bono cup¶on cero que se emite en t y que paga una unidad monetaria en el
tiempo en T satisface ¯( Ã ! )Z ¯T ¯

B (t;T ) = E exp ¡ r ds F (3:5)¯s t¯t

Considere primero la suma de las tasas cortas instant¶aneas durante [t;T ]Z T

I (t;T ) = r dss
t

y note que Z ZT s
21I (t;T ) =r (T ¡ t) + b(T ¡ t) + ¾ dW dst u2

t tZ T
21=r (T ¡ t) + b(T ¡ t) + ¾ (W ¡ W )dst s t (3:6)2

tÃ !Z T
21=r (T ¡ t) + b(T ¡ t) + ¾ W ds ¡ W (T ¡ t) :t s t2

t

Observe ahora que integrando por partes la ¶ultima integral de (3.6) , se tiene queZ ZT T

sdW = T W ¡ tW ¡ W ds;s T t s
t t

equivalentemente Z ZT T

W ds = T W ¡ tW ¡ sdW ; (3:7)s T t s
t t

Por lo tanto, despu¶es de susutituir (3.7) en (3.6) , se sigue queÃ !Z T
21I (t;T ) =r (T ¡ t) + b(T ¡ t) + ¾ T W ¡ tW ¡ sdW ¡ W (T ¡ t)t T t s t2

tÃ !Z T
21=r (T ¡ t) + b(T ¡ t) + ¾ T (W ¡ W ) ¡ sdWt T t s2

tÃ ! (3:8)Z ZT T
21=r (T ¡ t) + b(T ¡ t) + ¾ T dW ¡ sdWt s s2

t tÃ !Z T
21=r (T ¡ t) + b(T ¡ t) + ¾ (T ¡ s )sdW :t s2

t
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RT
As¶³ pues, I (t;T ) = r ds es Normal, en consecuencia el precio del bono, B (r ;t; T ) ,s tt
satisface ¯© ª¯B (r ;t; T ) =E exp (¡ I (t;T ) ) Ft t¯ ¯© ª (3:9)

1¯ ¯= exp ¡ E[I (t;T ) F ] + Var[I (t;T ) F ] :t t2

A partir de (3.8) , se encuentra que¯£ ¤
21¯E I (t;T ) F = r (T ¡ t) ¡ b(T ¡ t) (3:10)t t 2

y Z T
2 2Var [I (t;T )jF ] =¾ (T ¡ s ) dst

t (3:11)
2¾ 3= (T ¡ t) ;
3

en donde se ha utilizado el hecho 2 3¯ ¯" # Ã !2Z Z Z¯ ¯T T T¯ ¯ 24 5Var sdW F = E sdW F = s ds: (3:12)¯ ¯s t s t¯ ¯t t t

Por lo tanto, ½ ¾
2b ¾2 3B (r ;t; T ) = exp ¡ r (T ¡ t) ¡ (T ¡ t) + (T ¡ t) : (3:13)t t

2 6

3 .3 D e te rm in a c i¶o n d e la c u rv a d e re n d im ie n to

En esta secci¶on se calcula la curva de rendimiento. Si se denotan D (t;T ) = (T ¡ t) y
2b ¾2 3A (T ;t) = ¡ (T ¡ t) + (T ¡ t) ; (3:14)

2 6

entonces se puede escribir
A (t;T )¡ r D (t;T )tB (r ;t; T ) = e :t

Por lo tanto, la estructura de plazos de la tasa de inter¶es est¶a dado por

2r D (t;T ) ¡ A (t;T ) b ¾t 2R (t;T ) = ¡ ln B (t;T ) = = r + (T ¡ t) ¡ (T ¡ t) : (3:15)t
T ¡ t 2 6

Es importante destacar en (3.15) que cambios en r conducen a movimientos paralelos ent

la curva de rendimiento. Asimismo, observe primero que

2@ ¾
R (t;T ) = ¡ (T ¡ t) < 0

@ T 3
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y
@ ¾ 2R (t;T ) = ¡ (T ¡ t) < 0;
@ ¾ 3

es decir la curva de rendimiento R (t;T ) es una funci¶on decreciente en el plazo T y en la
volatilidad, ¾ . Por otro lado, note que

2 2@ ¾
R (t;T ) = ¡ < 0

2@ T 3

y
2@ 1 2R (t;T ) = ¡ (T ¡ t) < 0
2@ ¾ 3

es decir, R (t;T ) es una funci¶on c¶oncava tanto del plazo, T , como de la volatilidad, ¾ .
Observe, por ¶ultimo, que

lim R (t;T ) = R (t;1 ) = ¡ 1 :
T ! 1

3 .4 D in ¶a m ic a d e la ta sa fo rw a rd

La tasa forward instant¶anea se calcula a trav¶es de la siguiente ecuaci¶on:

@
f (t;T ) = ¡ ln B (t;T ) :

@ T

En este caso, se sigue que
2 21 1f (t;T ) = b ¡ ¾ (T ¡ t) :2 3

Asimismo, observe que
lim f (t;T ) = f (t;1 ) = ¡ 1 ;
T ! 1

el cual es un resultado esperado, ya que R (t;T ) es decreciente y c¶oncava en el plazo, T .

3 .5 D e te rm in a c i¶o n d e l p re c io d e l b o n o m e d ia n te e c u a c io n e s d ife -
re n c ia le s p a rc ia le s

En esta secci¶on, bajo el supuesto de tasa corta neutral al riesgo, se obtiene el precio del
bono cup¶on cero mediante la soluci¶on de una ecuaci¶on diferencial parcial, de segundo orden
y parab¶olica. As¶³ pues, bajo el supuesto de tasa corta neutral al riesgo se tiene:

2@ B @ B @ B21+ ¾ + b ¡ r B = 0: (3:16)t2 2@ t @ r @ r t

La condici¶on ¯nal corresponde al pago en el vencimiento B (r ;T ; T ) = 1. Las condicionesT

de frontera dependen de b , ¾ y r .t
Dado que la expresi¶on anterior no cuenta con derivadas parciales cruzadas, se supone

ahora una soluci¶on de variables separadas:

A (t;T )¡ r (T ¡ t)tB (r ;t; T ) = e : (3:17)t
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Note que A (T ;T ) = 0. Al diferenciar B en (3.7) se sigue que:µ ¶
@ B @ A

= + r B ;t
@ t @ t

@ B
= ¡ (T ¡ t) B ;

@ r t
2@ B 2= (T ¡ t) B :2@ rt

Despu¶es de sustituir las ecuaciones anteriores en (3.6) , se tiene que:

@ A 2 21= b(T ¡ t) ¡ ¾ (T ¡ t) :2@ t

Despu¶es de resolver la ecuaci¶on diferencial ordinaria anterior se obtieneZ T
2 31A (t;T ) = ¡ b(T ¡ s )ds + ¾ (T ¡ t)6 ; (3:18)t

2 2 31 1= ¡ b(T ¡ t) + ¾ (T ¡ t)2 6

resultado que coincide con (3.14) , como era de esperarse.
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4 . M o d e lo d e ta sa c o rta d e V a sic e k , e n fo q u e d e e c u a c io n e s d ife re n -
c ia le s p a rc ia le s

En la secci¶on anterior, se vio que el precio de un contrato forward puede establecerse de
la siguiente forma

V (r ;t;T ) = U (R (r ;t;T );t;T ) ;t t

donde R (r ;t;T ) es la curva de rendimiento. En ocasiones, simplemente, se denotar¶a at

la curva de rendimiento como R (t;T ) . En esta secci¶on se presenta un modelo estoc¶astico
b¶asico (m¶as que b¶asico, seminal) sobre el comportamiento de la tasa corta. A trav¶es de este
modelo se obtiene el precio de un bono, a un plazo dado, como soluci¶on de una ecuaci¶on
diferencial parcial de segundo orden y par¶abolica. Posteriormente, a partir de los precios
(el llamado vector de precios) de dicho instrumento de renta ¯ja se genera la estructura de
plazos de la tasa de inter¶es, R (t;T ) , es decir, se determina la tasa de inter¶es a todos los
plazos en funci¶on de la tasa corta, r y de los par¶ametros del modelo. En particular, unt

bono cup¶on cero es un producto derivado de la tasa corta. En lo que sigue, se denotar¶a
el precio de bono cup¶on cero mediante B (r ;t; T ) , o en forma m¶as simple como B (t;T ) .t

Por ¶ultimo, es importante mencionar que las cantidades B (t;T ) representan los factores
de descuento que se utilizan en la valuaci¶on de muchos productos derivados. La relaci¶on
entre la curva de rendimiento y el precio del bono es

ln B (t;T )
R (t;T ) = ¡ :

T ¡ t

4 .1 F u n d a m e n to s d e l m o d e lo d e V a sic e k

Esta secci¶on se concentra en el modelo de Vasicek (1977) , uno de los llamados modelos de
equilibrio general debido al uso de condiciones de arbitraje. Este modelo es muy ¶util debido
a sus propiedades para valuar productos derivados de tasas de inter¶es. La din¶amica del
modelo presenta reversi¶on de la media hacia un valor constante, lo cual es una caracter¶³stica
que se observa frecuentemente en el comportamiento de la tasa corta. Sea f W g unt t¸ 0
movimiento Browniano de¯nido sobre un espacio ¯jo de probabilidad (−;F ;IP) y sea IF =
f F g su ¯ltraci¶on aumentada, la cual reptresenta la informaci¶on del mercado disponiblet t¸ 0
hasta el tiempo t. El modelo de Vasicek tiena la forma:

dr = a (b ¡ r )dt + ¾ dW : (4:1)t t t

donde r es la tasa corta, y a ; b y ¾ son constantes positivas y conocidas. En este caso,t

como puede observarse, W es la ¶unica fuente de incertidumbre. La ecuaci¶on (4.1) es unat

notaci¶on simpli¯cada de la expresi¶onZ Zt t

r ¡ r = a (b ¡ r )du + ¾ dWt s u u
s sZ Zt t

= a b(t ¡ s ) ¡ a r du + ¾ dW :u u
s s

En la especi¯caci¶on ex¶ogena de la din¶amica estoc¶astica de la tasa corta, expresada en
(4.1) , la tasa corta es forzada a moverse, en promedio, hacia un nivel de largo plazo b
a una velocidad a . Si la tasa corta est¶a por arriba de b , ¶esta es forzada a moverse, en
promedio, hacia abajo a un nivel de largo plazo b y, viceversa , si la tasa corta est¶a por
abajo de b , ¶esta es forzada a moverse, en promedio, hacia arriba al nivel de largo plazo b .

17



4 .2 E c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e l c o m p o rta m ie n to d e u n b o n o
c o n ta sa c o rta c o n d u c id a p o r e l m o d e lo d e V a sic e k

En esta secci¶on, bajo el supuesto de tasa corta neutral al riego, se resuelve la ecuaci¶on
ecuaci¶on diferencial parcial, de segundo orden y parab¶olica, del comportamiento de un
bono cup¶on cero:

2@ B @ B @ B21+ ¾ + a (b ¡ r ) ¡ r B = 0: (4:2)t t2 2@ t @ r @ r t

La condici¶on ¯nal corresponde al pago en el vencimiento para un bono cup¶on cero

B (T ;T ) = 1:

Las condiciones de frontera dependen de a , b , ¾ y, por supuesto, r . Dado que la ecuaci¶ont

(4.2) no cuenta con derivadas parciales cruzadas, se puede suponer una soluci¶on en variables
separables de la siguiente forma: ¯( Ã ! )Z ¯T ¯ A (t;T )¡ r D (t;T )tB (t;T ) = E exp ¡ r ds F = e : (4:3)¯s t¯t

Note que en la fecha de vencimiento, necesariamente, A (T ;T ) = 0 y D (T ;T ) = 0 ya que
B (T ;T ) = 1. Al diferenciar B en (4.3) se sigue que:µ ¶

@ B @ A @ D
= ¡ r B ;t

@ t @ t @ t

@ B
= ¡ D B ;

@ r t
2@ B 2= D B :2@ r t

Despu¶es de sustituir las ecuaciones anteriores en (4.2) , se tiene que:

@ A @ D 2 21¡ r + ¾ D ¡ a (b ¡ r )D ¡ r = 0;t t t2@ t @ t

¶o µ ¶
@ A @ D2 21+ ¾ D ¡ a bD + r ¡ + a D ¡ 1 = 0: (4:4)t2@ t @ t

Note que A y D son funciones de t y T , mientras que, en este caso, m (r ;t) = ¡ a (b ¡ r )t t

es s¶olo funci¶on de r . Si se deriva (4.4) con respecto a r se obtienet t

@ D¡ + a D ¡ 1 = 0: (4:5)
@ t

Equivalentemente,
@ D

= a D ¡ 1:
@ t
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La soluci¶on de la ecuaci¶on diferencial anterior con condici¶on ¯nal D (T ;T ) = 0 satisfaceZ t
¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) a (T ¡ s)D (t;T ) =D (T ;T )e ¡ e e ds

TZ t
¡ a (T ¡ t) a (T ¡ s) (4:6)= ¡ e e ds

T

¡ a (T ¡ t)1 ¡ e
= :

a

Por lo tanto, al sustituir D (t;T ) en (4.4) se obtiene

@ A 2 210 = ¡ r (a D ¡ 1) + ¾ D + (a r ¡ a b)D ¡ rt t t2@ t
@ A 2 21= + ¾ D ¡ a bD :2@ t

Equivalentemente,
@ A 2 21= a bD ¡ ¾ D ;2@ t

o bien, ³ ´ ³ ´2 2@ A ¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)= b 1 ¡ e ¡ 1 ¡ e :
2@ t 2a

En consecuencia, Z t 2¾¡ a (T ¡ s)A (t;T ) =b(t ¡ T ) ¡ b e ds ¡ (t ¡ T )
22aTZ Zt t2 2¾ ¾¡ a (T ¡ s) ¡ 2 a (T ¡ s)+ e ds ¡ e ds

2 2a 2aT T³ ´ 2b ¾¡ a (T ¡ t)=b(t ¡ T ) ¡ e ¡ 1 ¡ (t ¡ T )
2a 2a³ ´ ³ ´2 2¾ ¾¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)+ e ¡ 1 ¡ e ¡ 1

3 3a 4a³ ´ 2b ¾ (4:7)¡ a (T ¡ t)=b(t ¡ T ) ¡ e ¡ 1 ¡ (t ¡ T )
2a 2a³ ´ ³ ´ ³ ´2 2 2¾ ¾ ¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)+ e ¡ 1 + e ¡ 1 ¡ e ¡ 1

3 3 32a 2a 4a¡ ¢ ¡ ¢1 12 2 2 21 1= (t ¡ T ) a b ¡ ¾ + D a b ¡ ¾2 22 2a a³ ´ ³ ´2 2¾ ¾¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)+ e ¡ 1 ¡ e ¡ 1
3 32a 4a

2 2¡ ¢1 ¾ D (t;T )2 21= (D (t;T ) ¡ T + t) a b ¡ ¾ ¡ :22a 4a
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4 .3 C u rv a d e re n d im ie n to d e l m o d e lo d e V a sic e k

En esta secci¶on de determina la curva de rendimiento, R (t;T ) , tambi¶en llamada estructura
de plazos de la tasa de inter¶es asociada con el modelo de Vasicek. En este caso,

1
R (t;T ) = ¡ ln B (t;T ):

T ¡ t
Observa que

1
R (t;T ) = ¡ ln B (t;T )

T ¡ t
1

= [r D (t;T ) ¡ A (t;T ) ]t
T ¡ t · µ ¶ ¸

2 2 21 ¾ ¾ D (t;T )
= r D (t;T ) + (D (t;T ) ¡ T + t) b ¡ ¡t 2T ¡ t 2a 4aµ ¶µ ¶

2 2 2 (4:8)D (t;T ) D (t;T ) ¾ ¾ D (t;T )
= r ¡ ¡ 1 b ¡ +t 2T ¡ t T ¡ t 2a 4a (T ¡ t)µ ¶µ ¶¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) 21 ¡ e 1 ¡ e ¾
= r ¡ ¡ 1 b ¡t 2a (T ¡ t) a (T ¡ t) 2a¡ ¢22 ¡ a (T ¡ t)¾ 1 ¡ e
+ :

34a (T ¡ t)
Si ahora se denota

2¾
R (t;1 ) = b ¡ ;

22a

entonces se puede escribir µ ¶¡ a (T ¡ t)1 ¡ e
R (t;T ) = R (t;1 ) ¡ [R (t;1 ) ¡ r ]t

a (T ¡ t)µ ¶22 ¡ a (T ¡ t)¾ (T ¡ t) 1 ¡ e
+ :

4a a (T ¡ t)
Equivalentemente, en forma m¶as breve,

2¾ (T ¡ t) 2R (t;T ) = R (t;1 ) ¡ [R (t;1 ) ¡ r ] D + D ;t
4a

es decir, la curva de rendimiento, R (t;T ) , es una funci¶on cuadr¶atica de D (t;T ) .

4 .4 P re c io d e u n b o n o c u p ¶o n c e ro a so c ia d o a l m o d e lo d e V a sic e k

Observe que el precio de un bono cup¶on cero cuando la din¶amica de la tasa corta es guiada
por el modelo de Vasicek est¶a dada por½ ¾

2¾ (T ¡ t) 2B (t;T ) = exp R (t;1 ) ¡ [R (t;1 ) ¡ r ] D + D :t
4a
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4 .5 T a sa fo rw a rd in sta n t¶a n e a d e l m o d e lo d e V a sic e k

La tasa forward se calcula mediante

@ @ @ @ D @ A
f (t;T ) = ¡ ln B (t;T ) = R (t;T ) (T ¡ t) = (r D ¡ A ) = r ¡ :t t

@ T @ T @ T @ T @ T

Se recuerda que a partir de (4.10) y (4.11)

¡ a (T ¡ t)1 ¡ e
D (t;T ) =

a

y ³ ´ 2b ¾¡ a (T ¡ t)A = b(t ¡ T ) ¡ e ¡ 1 ¡ (t ¡ T )
2a 2a³ ´ ³ ´2 2¾ ¾¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)+ e ¡ 1 ¡ e ¡ 1 :

3 3a 4a

En consecuencia,

@ D ¡ a (T ¡ t)= e
@ T

y. as¶³,
2 2 2@ A ¾ ¾ ¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)= ¡ b + be + ¡ e + e
2 2 2@ T 2a a 2a³ ´2¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)= ¡ b + be + 1 ¡ 2e + e
22a ³ ´2 2¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)= ¡ b + be + 1 ¡ e :
22a

Por lo tanto,

³ ´2 2¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)f (t;T ) = r e + b ¡ be ¡ 1 ¡ et 22a³ ´2 2¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)= b ¡ (b ¡ r ) e ¡ 1 ¡ e ;t 22a

o si se denota

f (t;1 ) ´ lim f (t;T ) = b;
T ! 1

entonces se puede escribir

³ ´2 2¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)f (t;T ) = f (t;1 ) ¡ [f (t;1 ) ¡ r ] e ¡ 1 ¡ e :t 22a
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En este caso, ³ ´2@ f ¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)= a (b ¡ r ) e + 1 ¡ et
@ T a· ¸³ ´2¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)= a ¡ b + (b ¡ r )e + 1 ¡ e + a bt 2a· ¸³ ´2¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)= a ¡ b + (b ¡ r )e + 1 ¡ 2e + e + a bt 2a³ ´2¾ ¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)+ e ¡ e

a· ¸³ ´2 2¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)= a ¡ b + (b ¡ r )e + 1 ¡ e + a bt 2a³ ´2¾ ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)+ 1 ¡ e e
a ³ ´2¾ ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)= ¡ a f + a b + 1 ¡ e e ;

a

lo cual implica que f = f (t;T ) satisface la siguiente ecuaci¶on diferencial ordinaria de
primer orden no homog¶enea ³ ´2@ f ¾ ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)+ a f = a b + 1 ¡ e e :

@ T a

4 .6 R e v isi¶o n d e su p u e sto s

En esta secci¶on se enlistan los supuestos esenciales del modelo de Vasicek:

(i) la tasa corta es guiada por un proceso ex¶ogeno Normal;
(ii) el proceso que conduce a la tasa corta presenta reversi¶on a la media;
(iii) existe un mercado de cr¶edito en el que los agentes pueden prestar y pedir prestado a

la tasa corta neutral al riesgo;
(iv ) no existen oportunidades de arbitraje;
(v ) las tasas de inter¶es, para algunos plazos, pueden ser negativas para algunos valores de

los par¶ametros, lo cual podr¶³a ser una enorme limitaci¶on.

4 .7 A p lic a c i¶o n d e l m o d e lo d e V a sic e k

Considere el modelo de Vasicek

dr = a (b ¡ r )dt + ¾ dW ;t t t

donde a , b , y ¾ > 0 son cantidades constantes, positivas y conocidas. Para ¯nes pr¶acticos,
la ecuaci¶on anterior puede plantearse en t¶erminos discretos como una ecuaci¶on estoc¶astica
en diferencias. Si escribimos ¯ = a b y ¯ = 1 ¡ a , entonces0 1

r = ¯ + ¯ r + " (4:9)t 0 1 t¡ 1 t
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donde f " g son variables aleatorias independientes y normalmente distribuidas con mediat
2cero y varianza ¾ . La media (incondicional) de r es ¯ = (1 ¡ ¯ ) = b y su varianzat 0 1
2 2 2 2(incondicional) es ¾ = (1 ¡ ¯ ) = ¾ = [1 ¡ (1 ¡ a ) ] . La varianza condicional de r es, por1 t

2supuesto ¾ . La gr¶a¯ca 1 muestra el comportamiento de la tasa corta (rendimiento anua-
1lizado de CETES a un d¶³a ) , entre el 3 enero de 2000 y el 29 de diciembre de 2000. Los

2datos faltantes fueron estimados con la metodolog¶³a del Filtro de Kalman . Los resultados
de la estimaci¶on de los par¶ametros del modelo autorregresivo (4.8) , con errores est¶andar
entre par¶entesis, son como sigue:

r = 0:0289 + 0:8305r :t t¡ 1
(4:10)

(0 .0 0 7 5 ) (0 .0 2 8 1 9 )

En este caso, se puede apreciar que las estimaciones son signi¯cativamente distintas de
cero con un 95% de con¯anza. La gr¶a¯ca 2 muestra la estructura de plazos de¯nida a
trav¶es de la ecuaci¶on (4.8) con t = 0, a=0.1695, b=0.1709, r =0.15 y ¾ = 0:0239: Como0

puede observarse, la estructura de plazos es creciente y, en el largo plazo, se estabiliza en
un valor cercano al 16%.

Gr¶a¯ c a 4 .1 C o m p o r t am i e nt o d e l a t as a c o r t a anu al i z ad a
(3 enero de 2000 - 29 de diciembre de 2000) .

1 E n este ca so , se u tiliza ro n lo s v ecto res d e p recio s q u e se p u b lica n en el B o let¶³n d e la B o lsa M ex ica n a

d e V a lo res, en su S ecci¶o n d e A n ¶a lisis y E va lu a ci¶o n d e In stru m en to s d e D eu d a (va rio s n ¶u m ero s, 2 0 0 0 ).
2 V ¶ea se, p o r ejem p lo , la m eto d o lo g¶³a d el F iltro d e K a lm a n en V en eg a s-M a rt¶³n ez et a l. (1 9 9 9 ).
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Gr¶a¯ca 4.  2  Est ruct ura de p laz os est imada ( ej  e  horiz ont al en d¶³as) .

Las gr¶a¯cas 4.3-4.6 muestran el comportamiento de la estructura de plazos ante cam-
bios en uno de los par¶ametros, dejando los otros ¯jos con los valores del caso estimado
(Ceteris paribus) . Se observa, primero, que R (t;T ) puede tener casi cualquier compor-
tamiento (c¶oncava, convexa, etc. ) . En segundo lugar, note que R (t;T ) puede tomar valores
negativos para algunos valores de los par¶ametros. Cabe destacar que en el caso estimado,
la funci¶on R (t;T ) es siempre positiva y creciente.
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Gr¶a¯ c a 4 . 3  a =0.  031  6

Gr¶a¯ c a 4 . 4  a =0.  01  01
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Gr¶a¯ c a 4 . 5  ¾ =0.  0834

Gr¶a¯ c a 4 . 6  ¾ =0.  1  41  4
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5 . M o d e lo d e ta sa c o rta d e V a sic e k , e n fo q u e p ro b a b ilista

En la secci¶on anterior se present¶o el enfoque de ecuaciones diferenciales parciales para
determinar el precio te¶orico de un bono. Posteriormente, a partir de dicho precio se
obtuvo la curva de rendimiento R (t;T ) , la cual se utiliza en la determinaci¶on del precio de
un contrato forward sobre un bono cup¶on cero,

V (r ;t;T ) = U (R (t;T );t;T ) :t

A continuaci¶on se discute un desarrollo alternativo para calcular los factores de descuento
con base en las propiedades de la distribuci¶on de dW . Considere de nuevo el modelo det

Vasicek, el cual satisface:
dr = a (b ¡ r )dt + ¾ dW ; (5:1)t t t

donde a , b y ¾ son cantidades positivas, constantes y conocidas, y W es un proceso det

Wiener estandarizado.

5 .1 D istrib u c i¶o n d e la ta sa c o rta

En esta secci¶on se determina la distribuci¶on de la tasa corta y se establece la relaci¶on de los
par¶ametros del modelo con la media y la varianza de la tasa corta. Si se hace el siguiente
cambio de variable:

m = a r ¡ a b;t t

el cual debe ser familiar al lector bajo el supuesto de tasa corta neutral al riesgo, entonces
el modelo de Vasicek puede reescribirse como

dm = ¡ a m dt + a ¾ dW : (5:2)t t t

Esta ecuaci¶on es conocida como el proceso de Ornstain-Uhlenbek. La importancia del
proceso (5.2) es que su soluci¶on es similar a la de una ecuaci¶on diferencial no homog¶enea
de primer orden, es decir, Z t

¡ a t ¡ a t a sm =m e + a ¾ e e dWt 0 s
0Z t

¡ a t ¡ a (t¡ s)=m e + a ¾ e d W :0 s
0

Equivalentemente, Z t
¡ a t ¡ a (t¡ s)a r ¡ a b = (a r ¡ a b) e + a ¾ e dWt 0 s

0

¶o Z t¡ ¢¡ a t ¡ a t ¡ a (t¡ s)r = r e + b 1 ¡ e + ¾ e dW : (5:3)t 0 s
0

Claramente, r se distribuye normal con media (condicional)t ¡ ¢¡ a t ¡ a tE[r jr ] = r e + b 1 ¡ e (5:4)t 0 0
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y varianza (condicional) Z t 2 ¡ ¢¾2 ¡ 2 a (t¡ s) ¡ 2 a tVar[r jr ] = ¾ e d s = 1 ¡ e ; (5:5)t 0
2a0

en donde se ha utilizado la propiedad " #µ ¶ µ ¶Z Z Z2t t t
2Var g (s )dW = E g (s )dW = [g (s ) ] dss s

0 0 0

v¶alida cuando la ¶ultima integral es ¯nita.

5 .2 C a so s e sp e c ia le s d e la d istrib u c i¶o n in ic ia l d e la ta sa c o rta

A continuaci¶on se discuten algunos casos de inter¶es sobre la distribuci¶on de la tasa corta
2inicial. En virtud de (5.4) y (5.5) , si se supone r » N (0;¾ = 2a ) con Cov(r ,W )=0,0 t t

entonces ¡ ¢¡ a tE[r ] = EfE[r jr ] g = b 1 ¡ et t 0

y
2 2 2¡ ¢¾ ¾ ¾¡ 2 a t ¡ 2 a tVar[r ] = Varf E [r jr ] g + EfVar[r jr ] g = e + 1 ¡ e = :t t 0 t 0
2a 2a 2a

2Asimismo, si r » N (b;¾ = 2a ) y Cov(r ,W )=0, entonces0 t t

E[r ] = EfE[r jr ] g = bt t 0

y
2¾

Var[r ] = VarfE[r jr ] g + EfVar[r jr ] g = :t t 0 t 0
2a

5 .3 D e te rm in a c i¶o n d e l p re c io d e u n b o n o c u p ¶o n c e ro

El precio de un bono cup¶on cero que se emite en t y que paga una unidad monetaria en el
tiempo T satisface ¯( Ã ! )Z ¯T ¯

B (r ;t; T ) = E exp ¡ r ds F̄t s t¯t

donde F es toda la informaci¶on relevante disponible en el tiempo t (una ¯ltraci¶on de lat ¡ ¢
¾ -¶algebra F perteneciente al espacio de probabilidad −;F ;(F ) ;IP donde W est¶at tt2 [0 ;T ]
de¯nido.

Considere ahora la suma de las tasas cortas instant¶aneas durante [t;T ] :Z T

I (t;T ) = r ds:s
t
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A continuaci¶on se ver¶a que I (t;T ) es normal. Del modelo de Vasicek se sigue queZ Z ZT T T

dr = a b(T ¡ t) ¡ a r ds + ¾ dW :s s s
t t t

Equivalentemente Z T

r ¡ r = a b(T ¡ t) ¡ a I (t;T ) + ¾ dW :T t s
t

En consecuencia, Z T1 ¾
I (t;T ) = ¡ (r ¡ r ) + b(T ¡ t) + dW : (5:6)T t s

a a t

Por otro lado, del mismo modelo de Vasicek se tiene que si en (5.6) se sustituye 0 por t y
t por T , es decir, se cambia de soluci¶on inicial y valor ¯nal, entoncesZ T³ ´

¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ s)r = r e + b 1 ¡ e + ¾ e dW :T t s
t

Por lo tanto, Z T³ ´ ³ ´
¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ s)r ¡ r =r e ¡ 1 + b 1 ¡ e + ¾ e dWT t t s

t (5:7)Z T³ ´
¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ s)=(b ¡ r ) 1 ¡ e + ¾ e dW :t s

t

A partir de (5.6) y (5.7) , se encuentra que" #Z T³ ´1 ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ s)I (t;T ) = ¡ (b ¡ r ) 1 ¡ e + ¾ e d Wt s
a tZ T¾ (5:8)+ b(T ¡ t) + dW t

a t µ ¶ µ ¶Z T¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ s)1 ¡ e 1 ¡ e
=b(T ¡ t) + (r ¡ b) + ¾ dW :t s

a at

Es decir, I (t;T ) sigue una distribuci¶on normal

Ahora bien, de estad¶³stica elemental se sabe que la funci¶on generatriz de momentos
de una variable aleatoria X » N (¹ ;¾ ) est¶a dada por£ ¤ © ª

t 21M (t) = E e X = exp tE[X ] + t Var[X ] :X 2

En particular, para t = 1 se tiene que si X » N (¹ ;¾ ) ;£ ¤ © ª
X 1E e = exp E[X ] + Var[X ] :2
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RT
Por lo tanto, dado que I (t;T ) = r ds es normal, se tiene que el precio del bono,st
B (r ;t; T ) , satisfacet ¯© ª © ª

1¯B (r ;t; T ) = E exp (¡ I (t;T ) ) F = exp ¡ E[I (t;T )jF ] + Var[I (t;T )jF ] :t t t t2

A partir de (5.8) , se encuentra que

µ ¶¡ a (T ¡ t)1 ¡ e
E [I (t;T )jF ] = b(T ¡ t) + (r ¡ b)t t

a

y µ ¶Z 2T ¡ a (T ¡ s)1 ¡ e2Var [I (t;T )jF ] =¾ dst
atÃ !Z ZT T2¾ ¡ a (T ¡ s) ¡ 2 a (T ¡ s)= T ¡ t ¡ 2 e ds + e ds

2a t t· ¸³ ´ ³ ´2¾ 2 1¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)= T ¡ t ¡ 1 ¡ e + 1 ¡ e :
2a a 2a

5 .4 D e te rm in a c i¶o n d e la c u rv a d e re n d im ie n to

En esta secci¶on se calcula la estructura de plazos de la tasa de inter¶es, tambi¶en llamada
curva de rendimiento. Si se supone, como antes, que

A (t;T )¡ r D (t;T )tB (r ;t; T ) = e :t

Entonces
¡ a (T ¡ t)1 ¡ e

D (t;T ) =
a

y

A (t;T ) = ¡ b(T ¡ t) + bD (t;T )· ¸³ ´ ³ ´2¾ 2 1¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)+ T ¡ t ¡ 1 ¡ e + 1 ¡ e
22a a 2a¡ ¢ ¡ ¢1 12 2 2 21 1= (t ¡ T ) a b ¡ ¾ + D a b ¡ ¾2 22 2a a³ ´ ³ ´2 2¾ ¾¡ a (T ¡ t) ¡ a 2 (T ¡ t)+ e ¡ 1 ¡ e ¡ 1
3 32a 4a

2 2¡ ¢1 ¾ D (t;T )2 21= (D (t;T ) ¡ T + t) a b ¡ ¾ ¡ :22a 4a

Este resultado coincide plenamente con las ecuaciones (3.6) y (3.7) de la secci¶on anterior.
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5 .5 R e su m e n y c o n c lu sio n e s

En la presente secci¶on se calcularon los factores de descuento de un bono cup¶on cero
cuando la tasa corta sigue el modelo de Vasicek. La propiedad de normalidad de la tasa
corta simpli¯ca anal¶³ticamente el c¶alculo del precio te¶orico del bono. Finalmente, a partir
del modelo de la tasa corta se deriva la curva de rendimiento a distintos plazo. Situaci¶on
que no es muy realista y en las siguientes secciones se ver¶an modelos en donde la curva de
rendimiento se calibra con los precios actuales.
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6 . M o d e lo d e C o x , In g e rso ll y R o ss

Existe en la literatura una clase importante de modelos para describir el comportamiento
de la tasa corta, tambi¶en llamada tasa corta o tasa instant¶anea, cuando ¶esta sigue un
proceso con reversi¶on a la media y la din¶amica est¶a representada por la siguiente ecuaci¶on:

¯dr = a (b ¡ r )dt + ¾ r dW ; (6:1)t t tt

donde a , b , y ¾ son constantes positivas, y dW es un proceso normalizado de Wiener, est

decir, W » N (0;dt) con incrementos, W ¡ W ; s < t, independientes. Adicionalmente,t t s
2 ¯2existe un t¶ermino aleatorio con varianza ¾ r por unidad de tiempo, donde ¯ > 0. Last

1situaciones en las que ¯ = 0 y ¯ = son de particular inter¶es porque conllevan a modelos2
que pueden tratarse anal¶³ticamente. En particular, el modelo de Vasicek se obtiene cuando

1¯ = 0, mientras que el modelo de Cox, Ingersoll y Ross se obtiene cuando ¯ = . Especi-2
1¯caciones de (6.1) con valores de ¯ distintos 0 y no son muy populares en la literatura2

debido a su complej idad.

6 .1 F u n d a m e n to s d e l m o d e lo C IR

Es importante mencionar que en la estructura de plazos generada con el modelo de Vasicek,
¯ = 0, puede producir tasas negativas para ciertos valores de los par¶ametros. Afortunada-
mente, esta limitaci¶on se desvanece con el modelo de Cox, Ingersoll y Ross, ya que en este
caso las tasas siempre son positivas. Esta secci¶on se concentra en una din¶amica de la tasa
corta conducida por la siguiente ecuaci¶on diferencial estoc¶astica:

p
dr = a (b ¡ r )dt + ¾ r dW : (6:2)t t t t

p
Es importante observar que al considerar r en el t¶ermino estoc¶astico el proceso deja det

ser Normal. Este proceso presenta reversi¶on a la media como en el modelo de Vasicek,
2pero la varianza es proporcional a ¾ r por unidad de tiempo. Esto signi¯ca que conformet

la tasa de inter¶es corta aumenta, la desviaci¶on est¶andar aumenta.

6 .2 E c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e l c o m p o rta m ie n to d e u n b o n o
c u p ¶o n c e ro

Al igual que los modelos de Vasicek y de Cox, Ingersoll y Ross, si r es la tasa corta neutralt

al riesgo, el precio de bono cup¶on cero, B (t;T ) , satisface la ecuaci¶on diferencial parcial de
segundo orden y parab¶olica:

2@ B 1 @ B @ B2+ ¾ r + a (b ¡ r ) ¡ r B = 0: (6:3)t t t2@ t 2 @ r @ r tt
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6 .3 S o lu c i¶o n d e la e c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e l c o m p o rta m ie n to
d e u n b o n o c u p ¶o n c e ro

De la misma manera, que en el modelo de Vasicek, se supone que la soluci¶on puede ser
expresada en variables separables, espec¶³¯camente:

A (t;T )¡ r D (t;T )tB (t;T ) = e :

Claramente, A (T ;T ) = D (T ;T ) = 0 ya que el valor nominal del bono est¶a dado por

A (T ;T )¡ r D (T ;T )TB (T ;T ) = e = 1:

Al igual que en el caso del modelo de Vasicek, se tiene que:³ ´@ B @ A @ D
= ¡ r B ;t

@ t @ t @ t

@ B
= ¡ D B

@ r t

y
2@ B 2= D B :2@ r t

Si se sustituyen las relaciones anteriores en (6.3)³ ´@ A @ D 1 2 2¡ r B + ¾ r D B ¡ r B + (a r ¡ a b) D B = 0:t t t t
@ t @ t 2

Equivalentemente,

@ A @ D 1 2 2¡ r + ¾ r D ¡ r + (a r ¡ a b)D = 0 (6:4)t t t t
@ t @ t 2

Si derivamos (6.4) con respecto de r , se obtiene que:t

@ D 2 21¡ + ¾ D + a D ¡ 1 = 0: (6:5)2@ t

Es decir, ³ ´@ D 2a D 22 21= ¾ D + ¡ : (6:6)2 2 2@ t ¾ ¾

Si se reescribe (6.5) en t¶erminos de fracciones parciales

@ D 21= ¾ (D ¡ x ) (D + x ) ;1 22@ t

se encuentra que p
2 2a + a + 2¾

x =2 2¾
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y
p

2 2¡ a + a + 2¾
x = :1 2¾

En efecto,

2(D ¡ x ) (D + x ) = D + D x ¡ D x ¡ x x1 2 2 1 1 2
:

2= D + D (x ¡ x ) ¡ x x2 1 1 2

En este caso, se debe cumplir que:

2a
x ¡ x =2 1 2¾

y

2
x x = :1 2 2¾

Se observa que x ;x > 0. Por lo tanto,1 2

dD 21= ¾ dt:2(D ¡ x ) (D + x )1 2

As¶³, Z ZD (t;T ) tdu
= qdu = ¡ q (T ¡ t) ;

(u ¡ x ) (u + x )1 2D (T ;T )= 0 T

1 2donde q = ¾ . El integrando se puede expresar en t¶erminos de fracciones parciales como2

1 C C1 2
= +

(u ¡ x ) (u + x ) u ¡ x u + x1 2 1 2

C (u + x ) + C (u ¡ x )1 2 2 1
=

(u ¡ x ) (u + x )1 2

(C + C ) u + C x ¡ C x1 2 1 2 2 1
= ;

(u ¡ x ) (u + x )1 2

lo cual implica que C = ¡ C y C x ¡ C x = 1. Por lo tanto,1 2 1 2 2 1

21 ¾ qp pC = ¡ C = = = :1 2
2 2 2 2x + x 2 a + 2¾ a + 2¾1 2
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Por lo tanto,Z ZD (t;T ) D (t;T )du 1 du
=

(u ¡ x ) (u + x ) x + x u ¡ x1 2 1 2 10 0 Z D (t;T )1 du¡
x + x u + x1 2 20

1
= [ln(x ¡ D (t;T ) ) ¡ ln(x ) ]1 1
x + x1 2

1¡ [ln(x + D (t;T ) ) ¡ ln(x ) ]2 2
x + x1 2µ ¶
1 D (t;T )

= ln 1 ¡
x + x x1 2 1µ ¶

1 D (t;T )¡ ln 1 +
x + x x1 2 2·µ ¶Á µ ¶¸
1 D (t;T ) D (t;T )

= ln 1 ¡ 1 + ;
x + x x x1 2 1 2

donde se ha utilzado que ln(jD (t;T ) ¡ x j) = ln(x ¡ D (t;T ) ) y ln(jx j) = ln(x ) . En1 1 1 1

consecuencia, µ ¶ µ ¶
D (t;T ) D (t;T ) (x + x )q (T ¡ t)1 21 + = 1 ¡ e ;
x x2 1

lo cual implica que

(x + x )q (T ¡ t)1 2x x + x D (t;T ) = (x x ¡ x D (t;T ) ) e :1 2 1 1 2 2¡ ¢
(x + x )q (T ¡ t)1 2x x e ¡ 11 2

D (t;T ) = :
(x + x )q (T ¡ t)1 2x e + x2 1

Claramente, D (t;T ) < x , si y s¶olo si1 ¡ ¢
(x + x )q (T ¡ t)1 2x x e ¡ 11 2

< x ;1(x + x )q (T ¡ t)1 2x e + x2 1

si y s¶olo si
(x + x )q (T ¡ t) (x + x )q (T ¡ t) 21 2 1 2x x e < 1 + x x e + x ;1 2 1 2 1

as¶³ efectivamente ln(jD (t;T ) ¡ x j) = ln(x ¡ D (t;T ) ) . Ahora bien, dado que x x = 1= q ,1 1 1 2

D(t,T) se puede reescribir como:

(x + x )q (T ¡ t)1 2e ¡ 1
D (t;T ) = :

(x + x )q (T ¡ t)1 2q x e + q x2 1

Equivalentemente,

(x + x )q (T ¡ t)1 22(e ¡ 1)
D (t;T ) = :

(x + x )q (T ¡ t)1 22q x (e ¡ 1) + 2q (x + x )2 1 2
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Por lo tanto,

p
2 2a + 2 ¾ (T ¡ t)2(e ¡ 1)

pp pD (t;T ) =
2 22 2 a + 2 ¾ (T ¡ t) 2 2(a + a + 2¾ ) (e ¡ 1) + 2 a + 2¾

Al regresar a la f¶ormula (6.4) , se tiene ahora queµ ¶
@ A @ D 1 2 2+ r ¡ + ¾ D + a D ¡ 1 ¡ a bD = 0: (6:7)t
@ t @ t 2

Si se sutituye (6.5) en (6.7) , se produce que

@ A
= a bD :

@ t

Es decir, Z t (x + x )q (T ¡ s)1 2(e ¡ 1)
A (t;T ) ¡ A (T ;T ) = a bx x ds :1 2 (x + x )q (T ¡ s)1 2x (e ¡ 1) + (x + x )2 1 2T

Sea
(x + x )q (T ¡ s)1 2v = e ¡ 1;

entonces
(x + x )q (T ¡ s)1 2dv = ¡ (x + x ) q e ds = ¡ (x + x )q (v + 1)ds;1 2 1 2

lo cual implica µ ¶µ ¶Z T v 1
A (t;T ) =a bx x dv1 2

x v + x + x (x + x )q (v + 1)2 1 2 1 2t Z Ta bx x v1 2
= dv
(x + x ) q [x v + x + x ] (v + 1)1 2 2 1 2tZ Ta bx v1

= dv :
(x + x ) q [v + 1 + (x = x ) ] (v + 1)1 2 1 2t

De¯na, por el momento, ® = 1 + (x = x ) y ¯ = 1. Considere la integral y su soluci¶on por1 2

fracciones parcialesZ Z ZT T Tv ® dv ¯ dv
dv = dv ¡

(v + ® ) (v + ¯ ) ® ¡ ¯ v + ® ® ¡ ¯ v + ¯t t t¯ ¯T T¯ ¯® ¯¯ ¯= ln(v + ® ) ¡ ln(v + ¯ )¯ ¯® ¡ ¯ ® ¡ ¯t t

® ¯
= ln(v + ® ) ¡ ln(v + ¯ ) :t t
¯ ¡ ® ¯ ¡ ®
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ya que v = 0. Por lo tanto,T µ ¶
a bx x x + x1 2 1 2

A (t;T ) = ln(v + 1) ¡ ln(v + 1 + (x = x ) )t t 1 2
(x + x ) q x x1 2 1 1

a b
= [x ln(v + 1) ¡ (x + x ) ln(v + 1 + (x = x ) ) ]2 t 1 2 t 1 2
(x + x ) q1 2h h i i2a b x = (x + x )2 1 2= ln (v + 1) ¡ ln(v + 1 + (x = x ) )t t 1 22¾ · ¸

x = (x + x )2 1 22a b (v + 1)t
= ln

2¾ v + 1 + (x = x )t 1 2· ¸
x = (x + x )2 1 22a b x (v + 1)2 t

= ln
2¾ x v + x + x2 t 1 2· ¸

x = (x + x )2 1 22a b 2q x (v + 1)2 t
= ln

2¾ 2q x v + 2q (x + x )2 t 1 2" #
x q (T ¡ t)22a b 2q x e2¡ ¢= ln :

2 (x + x )q (T ¡ t)1 2¾ 2q x e ¡ 1 + 2q (x + x )2 1 2

Por lo tanto,

2" #pp 2 a b= ¾(T ¡ t)2 2(a + a + 2 ¾ )2 2 22 a + 2¾ e
pp pA (t;T ) = ln :

2 22 2 a + 2 ¾ (T ¡ t) 2 2(a + a + 2¾ ) (e ¡ 1) + 2 a + 2¾

6 .4 P re c io d e u n b o n o c u p ¶o n c e ro c o n e l m o d e lo C IR e n t¶e rm in o s
d e fu n c io n e s trig o n o m ¶e tric a s h ip e rb ¶o lic a s

observe que si se de¯nen p
2 2° = 2 a + 2¾ y ¿ = T ¡ t

y se utilizan las identidades
° ¿ ¡ ° ¿e ¡ e

senh(° ¿ ) =
2

y
° ¿ ¡ ° ¿e + e

cosh(° ¿ ) = ;
2

entonces D (t;T ) y A (t;T ) pueden escribirse en forma alternativa como:

senh(° ¿ )
D (t;t + ¿ ) = 1° cosh(° ¿ ) + a senh(° ¿ )2

y " #
1 a ¿22a b ° e

A (t;t + ¿ ) = ln :12¾ ° cosh(° ¿ ) + a senh(° ¿ )2
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6 .5 C u rv a d e re n d im ie n to d e l m o d e lo C IR

Como en el caso del modelo de Vasicek, es posible obtener curvas de rendimiento con
pendiente positiva, con pendiente negativa o con jorobas. La curva de rendimiento del
modelo CIR se calcula como sigue:

ln B (t;T ) r D (t;T ) ¡ A (t;T )t
R (t;T ) = ¡ = ;

T ¡ t T ¡ t
la cual es una funci¶on lineal de r . Asimismo, note que a partir de r se determina lat t

estructura intertemporal de plazos de la tasa de inter¶es.

6 .6 C a m b io d e v a ria b le e n e l m o d e lo C IR p a ra o b te n e r v a ria n z a
c o n sta n te

p
Si se de¯ne y ´ y (r ;t) = 2 r , se tiene quet t t

@ y 1 2t
= =

@ r r yt t t

y
2@ y 1 1t

= ¡ = ¡ :p2@ r 2r r r yt t t tt

Una aplicaci¶on simple del lema de Itô conduce aµ ¶
2 p@ y @ y @ yt t t21dy = a (b ¡ r ) + ¾ r dt + ¾ r dWt t t t t22@ r @ r @ rt tt· µ ¶ ¸

2 p2 y 1 2t 2= a b ¡ ¡ ¾ r dt + ¾ r dWt t t
y 4 2r y yt t t t·µ ¶ ¸

2¾ 1 a
= 2a b ¡ ¡ y dt + ¾ dW :t t

2 y 2t

6 .7 E stim a c i¶o n d e lo s p a r¶a m e tro s

A continuaci¶on se muestran varios m¶etodos de estimaci¶on de los par¶ametros del modelo
CIR con base en un registro hist¶orico de la tasa corta.

6 .7 .1 E stim a c i¶o n d e lo s p a r¶a m e tro s d e l m o d e lo C IR c o n M G M

Considere la versi¶on discreta del modelo CIR

p
r = ¯ + ¯ r + r ² ; (6:8)t+ 1 0 1 t t t b bdonde ¯ = a b y ¯ = 1 ¡ a . En este se calculan estimadores, ¯ , ¯ y b¾ , con el m¶etodo0 1 0 1

generalizado de momentos, MGM, sujeto a las restricciones

n n nX X X
2 2² = 0; ² ² = 0 y ² ¡ r ¾ = 0:t t t¡ 1 tt

t= 1 t= 1 t= 1
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Por lo tanto, bba = 1 ¡ ¯ 1
y b̄

0bb = :ba
El MGM no requiere de un supuesto sobre la distribuci¶on de los errores.

6 .7 .2 E stim a c i¶o n d e lo s p a r¶a m e tro s d e l m o d e lo C IR tra n sfo rm a d o
e n u n m o d e lo d e v a ria n z a c o n sta n te c o n M C O

Considere la ecuaci¶on (6.8) en la siguiente versi¶on discreta

¡ 1y = ¯ y + ¯ y + ² ; (6:9)t+ 1 1 2 t tt

p 2 2 2f2e edonde y = 2 r , ¯ = 2a b ¡ (¾ = 2) , ¯ = 1 ¡ (a = 2) y ² » N (0;¾ ) : Si ¯ , ¯ y ¾ = e¾t t 1 2 t 1 2

son los estimadores de m¶³nimos cuadrados ordinarios, MCO, los cuales son de m¶axima
verosimilitud, entonces eea = 2(1 ¡ ¯ )2
y

2 2e e2¯ + e¾ 2¯ + e¾1 1eb = = ;e4ea 8(1 ¡ ¯ )2
los cuales tambi¶en son de m¶axima verosimilitud.

6 .7 .3 E stim a c i¶o n d e lo s p a r¶a m e tro s u tiliz a n d o la c u rv a d e re n d i-
m ie n to d e l m o d e lo C IR (N e w to n R a p h so n )

Considere la curva de rendimiento del modelo CIR:

r D (t;T ) ¡ A (t;T )t
R (t;T ) = :

T ¡ t

Las funciones D (t;T ) y A (t;T ) dependen de los par¶ametros a , b y ¾ , lo cual se destaca
mediante la notaci¶on D (t;T ; a ;b;¾ ) y A (t;T ; a ;b;¾ ) . A continuaci¶on, se ¯jan tres plazos,
la magnitud de los cuales depende del horizonte al que se quiera estimar la curva de

¹rendimiento (semanas, meses ¶o a~nos) . Sea R (t;T ); i = 1;2;3, la tasa de inter¶es promedioi

de plazo T : Considere el siguiente sistema de tres ecuaciones en las incognitas a , b y ¾ :i 8
¹R (t;T ) (T ¡ t)¡ r D (t;T ; a ;b;¾ ) + A (t;T ; a ;b;¾ ) = 0;> 1 1 t 1 1<
¹R (t;T ) (T ¡ t)¡ r D (t;T ; a ;b;¾ ) + A (t;T ; a ;b;¾ ) = 0;2 2 t 2 2>: ¹R (t;T ) (T ¡ t)¡ r D (t;T ; a ;b;¾ ) + A (t;T ; a ;b;¾ ) = 0;3 3 t 3 3

el cual se resuelve mediante el m¶etodo de Newton Raphson.
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6 .8 A p lic a c i¶o n d e l m o d e lo d e C o x , In g e rso ll y R o ss c o n e l M G M

Para ¯nes pr¶acticos se utiliza una versi¶on de la ecuaci¶on (6.8) . Los resultados de la es-
timaci¶on de los par¶ametros con los mismos datos utilizados en el modelo de Vasicek, con
errores est¶andar entre par¶entesis, son los siguientes:

p
¢r = 0:01737(0:1682 ¡ r ) + 0:0399 r :t+ 1 t t

(0 :0 2 2 1 ) (0 :0 2 5 3 ) (0 :0 1 1 8 )

Todas las estimaciones son signi¯cativamente distintas de cero con un 95% de con¯anza.
La gr¶a¯ca 6.1 muestra la estructura de plazos de¯nida a trav¶es de la ecuaci¶on (12) . En
este caso, la estructura de plazos es creciente y, en el largo plazo, se estabiliza en un valor
cercano al 16.5%. Se observa que el modelo CIR produce tasas mayores que el Vasicek, con
una diferencia m¶axima del 0.05% conforme el plazo crece, lo cual se debe fundamentalmente
a un valor estimado mayor que b con el M¶etodo de Momentos Generalizado.

Gr¶a¯ca 6.1 Estructura de plazos estimada con el modelo CIR.
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7 . M o d e lo d e H o y L e e , c a lib ra c i¶o n d e la c u rv a d e re n d im ie n to s
c o n p re c io s a c tu a le s

Hasta ahora, se ha visto que partir de modelos ex¶ogenos de tasas de inter¶es corta, con un
solo factor de incertidumbre, se construyen curvas de rendimiento en funci¶on del valor m¶as
reciente de la tasa corta y de los par¶ametros que intervienen en el modelo. En cuyo caso,
hay que decidirse por un m¶etodo de estimaci¶on de los par¶ametros en cuesti¶on. Si se estiman
los par¶ametros con base en registros hist¶oricos de la tasa corta, entonces se genera una curva
de rendimiento que, salvo en raras ocasiones, es parecida a la del mercado. Una alternativa
muy popular consiste en calibrar curvas de rendimiento utilizando precios de mercado
actuales. En la pr¶actica, los modelos que consideran un solo factor son aqu¶ellos que
permiten ser calibrados con los precios actuales. Esto signi¯ca que uno o m¶as par¶ametros
del modelo dependen del tiempo. Esta dependencia funcional del tiempo tiene que ser
elegida con cuidado a ¯n de obtener mejores resultados con el modelo empleado.

En el modelo propuesto por Ho y Lee (1986) , la tendencia de la tasa corta y, por ende,
la curva de rendimiento, se calibran con base en los precios de mercado actuales de tal
manera que los precios del mercado coincidan con los precios te¶oricos. Esta es una de las
razones por la que el modelo de Ho y Lee no pertenece a la clase de modelos de tasas de
equilibrio general. Por otro lado, en los modelos de Vasicek y de Cox, Ingersoll y Ross,
la estimaci¶on de todos los par¶ametros se lleva a cabo mediante una serie hist¶orica de la
tasa corta, mientras que en el modelo de Ho and Lee s¶olo el par¶ametro de volatilidad se
estima con un registro hist¶otico de la tasa corta, pues como se menciono antes, la curva de
rendimiento se calibra utilizando precios actuales.

Por ¶ultimo, vale la pena destacar que al igual que en en el modelo de Vasicek, el de
Ho y Lee puede producir valores negativos de r , lo cual es una limitaci¶on importantet

que resuelve el modelo de Cox, Ingersoll y Ross. Aun cuando la probabilidad de que se
presenten valores negativos en los modelos de Vasicek y de Ho y Lee sea muy peque~na, la
posibilidad de que estos valores ocurran siempre est¶a presente.

7 .1 P la n te a m ie n to d e l m o d e lo

El modelo de tasa corta propuesto por Ho y Lee considera, como en los modelos de Vasicek
y de Cox, Ingersol y Ross, un solo factor de incertidumbre. En este modelo la tendencia
es dependiente del tiempo e independiente del nivel de la tasa corta. El comportamiento
de la tasa corta es conducido por el siguiente proceso:

dr = h dt + ¾ dW : (7:1)t t t

donde ¾ > 0 es una cantidad constante, h es una funci¶on del tiempo y W » N (0;t) . Est t

decir, la din¶amica estoc¶astica de la tasa corta sigue una distribuci¶on normal yZ Zt t

r = r + h ds + ¾ dW :t 0 s s
0 0

En este caso, la media y varianza de la tasa corta satisfacen, respectivamente,Z t

E[r jF ] = r + h dst 0 0 s
0
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y
2Var[r jF ] = ¾ t;t 0

donde F es la informaci¶on relevante disponible en t = 0. La funci¶on h determina,0 t

en promedio, hacia donde se mover¶a r en el futuro. Observe tambi¶en que aunque ht t

es dependiente del tiempo, es independiente del nivel de r . La funci¶on h se eligir¶at t

de tal manera que la estructura de plazos de la tasa de inter¶es sea consistente con los
precios actuales. El modelo no presenta reversi¶on a la media. Finalmente, observe que la
volatilidad es constante, es decir, es independiente del nivel de la tasa corta y del tiempo.

7 .2 E c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e l c o m p o rta m ie n to d e u n b o n o
c u p ¶o n c e ro

Al igual que los modelos de Vasicek y de Cox, Ingersoll y Ross, el precio de bono cup¶on
cero, B (t;T ) , satisface la ecuaci¶on diferencial parcial de segundo orden parab¶olica:

2@ B 1 @ B @ B2+ ¾ ¡ r B = m (r ;t) : (7:3)t t2@ t 2 @ r @ r

Si se elige m (r ;t) = ¡ h , es decir, si m (r ;t) es tal que r es la tasa corta neutral al riesgo,t t t t

entonces
2@ B 1 @ B @ B2+ ¾ + h ¡ r B = 0; (7:4)t t2@ t 2 @ r @ r tt

con la condici¶on ¯nal B (T ;T ) = 1. Dado que la ecuaci¶on anterior no tiene derivadas
parciales cruzadas, se puede suponer una soluci¶on en variables separables de la forma:

A (t;T )¡ r (T ¡ t)tB (t;T ) = e : (7:5)

Claramente, en este caso, se cumple que A (T ;T ) = 0, ya que el valor nominal del bono en
el tiempo T , est¶a dado por

A (T ;T )B (T ;T ) = e = 1:

Observe ahora que µ ¶
@ B @ A

= + r B ;t
@ t @ t

@ B
= ¡ (T ¡ t) B

@ r t

y
2@ B 2= (T ¡ t) B :2@ r t

Si se sustituyen las derivadas parciales anteriores en (7.4) , se encuentra queµ ¶
@ A 2 21+ r B + ¾ (T ¡ t) B ¡ r B ¡ h (T ¡ t) B = 0:t t t2@ t
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Equivalentemente,
@ A 2 21= h (T ¡ t) ¡ ¾ (T ¡ t) :t 2@ t

Despu¶es de resolver la ecuaci¶on diferencial ordinaria anterior se obtieneZ T
2 31A (t;T ) = ¡ h (T ¡ s )ds + ¾ (T ¡ t) : (7:6)s 6

t

En virtud de (7.5) , A (t;T ) ¡ r (T ¡ t) = ln B (t;T ) , de donde se desprende quetZ T
2 31h (T ¡ s )ds = ¡ ln B (t;T ) + ¾ (T ¡ t) ¡ r (T ¡ t) ; (7:7)s t6

t

o en forma alternativa, en t¶erminos de la curva de rendimiento R (t;T ) ,Z T
2 31R (t;T ) (T ¡ t) = h (T ¡ s )ds ¡ ¾ (T ¡ t) + r (T ¡ t): (7:8)s t6

t

Es decir, si se conociera h se podr¶³a determinar R (t;T ) . En particular si h fuera constante,t t
¹h = h para toda t, entoncest £ ¤1 2 2 31 1¹= h (T ¡ t) ¡ ¾ (T ¡ t) + r (T ¡ t)t2 6T ¡ t

2 21 1¹= h (T ¡ t) ¡ ¾ (T ¡ t) + r :t2 6

Sin embargo, observe que en este caso,

@ 21 1¹R (t;T ) = h ¡ ¾ (T ¡ t) :2 3@ t

Lo anterior implica que conforme T aumenta, la pendiente de la curva de rendimiento se
tornar¶a negativa, lo cual puede producir eventualmente valores negativos de R (t;T ):

7 .3 A ju ste d e la c u rv a d e re n d im ie n to c o n v a lo re s a c tu a le s d e m e r-
c a d o

Si se supone que ¾ ha sido estimada por alg¶un metodo de inferencia estad¶³stica, se eligir¶a
(0 )

un funci¶on, h , de tal manera que los precios de mercado disponibles hoy, en el tiempos
(0 )

t = 0, sean consistentes con la tasa con R (0;T ) . Es decir, buscamos h , tal que ses

satisfaga (7.7) , es decir,Z T
(0 ) 2 31h (T ¡ s )ds = ¡ ln B (0;T ) + ¾ T ¡ r T ; (7:9)0s 6

0

(0 )
la cual es una ecuaci¶on integral en h . Una forma de resolver esta ecuaci¶on integral ess

calculando sus dos primeras derivadas. Para derivar (7.9) con respecto de T , denote el
integrando de (7.9) , por un momento, como

(0 )g (T ;s ) = h (T ¡ s ) :s
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En este caso, la Regla de Leibnitz conduce aZ ZT T@ @ @ T @ 0
g (T ;s )ds = g (T ;s )ds + g (T ;T ) ¡ g (T ;0)

@ T @ T @ T @ T0 0Z T
(0 )= h ds:s

0

Por lo tanto, la derivada de (7.9) , est¶a dada porZ T @(0 ) 2 21h ds = ¡ ln B (0;T ) + ¾ T ¡ r : (7:10)0s 2@ T0

Si se deriva de nuevo (7.10) se encuentra que

2@(0 ) 2h = ¡ ln B (0;T ) + ¾ T ;T 2@ T

(0 )
o bien, h se puede escribir en t¶erminos de la tasa forward instant¶aneaT

@(0 ) 2h = f (0;T ) + ¾ T : (7:11)T @ T

Lo anterior signi¯ca que la tasa corta se mover¶a, en promedio, en la direcci¶on de la pen-
diente de la tasa forward.

Para encontrar A (t;T ) , se escribe (7.12) empleando t en lugar de T , es decir,

2@(0 ) 2h = ¡ ln B (0;t) + ¾ tt 2@ t

¶o
@(0 ) 2h = f (0;t) + ¾ t: (7:12)t @ t

(0 )
Note que si la pendiente de la tasa forward es grande y positiva, entonces h es grandet
y positiva. Mientras que si la pendiente de la tasa forward es negativa y grande en valor

(0 )
absoluto, entonces h podr¶³a ser negativa. Por lo tanto, el t¶ermino integral en la ¶ultimat
igualdad de (7.9) satisfaceZ T

(0 )h (T ¡ s )dss
t µ ¶Z T 2@ 2= ¡ ln B (0;s ) + ¾ s (T ¡ s )ds

2@ st (7:13)Z ZT T2@ 2= ¡ (T ¡ s ) ln B (0;s )ds + ¾ s (T ¡ s )ds
2@ st tZ ZT T2 2 2@ @ ¾ 3 2 3= ¡ T ln B (0;s )ds + s ln B (0;s )ds + (T ¡ 3T t + 2t )ds :

2 2@ s @ s 6t t
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La segunda integral puede resolverse mediante integraci¶on por partes, como sigue:¯Z ZTT T2 ¯@ @ @¯s ln B (0;s )ds = s ln B (0;s ) ¡ ln B (0;s )ds¯2@ s @ s @ st tt

@ @
= T ln B (0;T ) ¡ t ln B (0;t) ¡ ln B (0;T ) + ln B (0;t) :

@ T @ t

En consecuencia,Z T @ @(0 )h (T ¡ s )ds = ¡ T ln B (0;T ) + T ln B (0;t)s @ T @ tt µ ¶
@ @ B (0;T )

(7:14)+ T ln B (0;T ) ¡ t ln B (0;t) ¡ ln
@ T @ t B (0;t)µ ¶

@ B (0;T )
= (T ¡ t) ln B (0;t) ¡ ln :

@ t B (0;t)

Si se sustituye (7.14) en (7.6) , se obtiene queµ ¶
2 2B (0;T ) @ ¾ ¾3 2 3 3A (t;T ) = ln ¡ (T ¡ t) B (0;t) ¡ (T ¡ 3T t + 2t ) + (T ¡ t) :

B (0;t) @ t 6 6

En conlusi¶on, µ ¶
2B (0;T ) @ ¾ 2A (t;T ) = ln ¡ (T ¡ t) B (0;t) ¡ t(T ¡ t) : (7:15)

B (0;t) @ t 2

7 .4 C a lib ra c i¶o n d e la c u rv a d e re n d im ie n to

Como se mencion¶o antes, en el modelo de Ho y Lee la estructura de tasas de inter¶es, se
(0 )

elige h , de tal manera que los precios de mercado de un bono cup¶on cero sean iguales at
los precios te¶oricos en cada instante. Si la calibraci¶on del modelo se lleva a cabo en cada
instante, se puede escribir, con base en (7.8) ,Ã !Z T1 (0 ) 2 31R (t;T ) = h (T ¡ s )ds ¡ ¾ (T ¡ t) + r (T ¡ t) :tt 6T ¡ t t

Es decir, µ ¶
@ 1 B (0;T ) 2 21R (t;T ) = ln B (0;t) ¡ ln ¡ ¾ (T ¡ t) + r ; (7:16)t6@ t T ¡ t B (0;t)

o en t¶erminos de la tasa forward µ ¶
1 B (0;T ) 2 21R (t;T ) = ¡ f (0;t) ¡ ln ¡ ¾ (T ¡ t) + r : (7:17)t6T ¡ t B (0;t)
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En la pr¶actica, se utiliza len (7.16) o (7.17) la aproximaci¶on

@ ln B (0;t + ¢t) ¡ ln B (0;t)¡ f (0;t) = ln B (0;t) ¼
@ t ¢t

con ¢t peque~na. Las cantidades que se re¯eren al tiempo cero, a saber B (0;t) , B (0;t+¢t)
y B (0;T ) representan precios en un periodo anterior, ayer o hace unas horas, las cantidades
referenciadas al tiempo t se consideran disponibles en el presente. Por ejemplo, con los
precios de mercado hasta el medio d¶³a, el tiempo cero, y con la tasa corta de la una de la
tarde, el tiempo t, se genera la curva de rendimiento a todos los plazos T ¡ t. Si al d¶³a

(0 )
siguiente corremos el mismo proceso la forma funcional de h no cambia, aun cuando ent
el mercado se hayan presentado cambios, lo cual podr¶³a verse como una inconsistencia del

(0 )
modelo. Sin embargo, en presencia de cambios h puede cambiar de signo y el par¶ametrot
de volatilidad tiene que reestimarse. Este m¶etodo de calibraci¶on es muy popular y no se
puede pedir m¶as cuando se lidia con modelos con un solo factor de incertidumbre y sin
reversi¶on a la media, es decir, con un solo Browniano.

7 .5 R e c u p e ra c i¶o n d e la ta sa c o rta a p a rtir d e la c u rv a d e re n d im ie n -
to

Observe que si v = T ¡ t, entonces µ ¶
1 B (0;t + v ) 2 21R (t;t + v ) = ¡ f (0;t) ¡ ln ¡ ¾ v + r ;t6v B (0;t)

lo que conduce a

ln B (0;t + v ) ¡ ln B (0;t)
lim R (t;t + v ) = ¡ f (0;t) ¡ lim + r t
v ! 0 v ! 0 v

@
= ¡ f (0;t) ¡ ln B (0;t) + r t

@ t

= ¡ f (0;t) + f (0;t) + r t
= r ;t

que era de esperarse.

7 .6 P re c io d e l b o n o c u p ¶o n c e ro

A partir de (7.5) se sigue que½ µ ¶ ¾
2B (0;T ) @ ¾ 2B (t;T ) = exp ln ¡ (T ¡ t) ln B (0;t) ¡ t(T ¡ t) ¡ r (T ¡ t) : (7:18)t

B (0;t) @ t 2

En la pr¶actica, se puede emplear la aproximaci¶on

T ¡ tµ ¶µ ¶ ½ µ ¶¾¡ 2¢ tB (0;T ) B (0;t + ¢t) ¾
B (t;T ) = exp ¡ (T ¡ t) t(T ¡ t) ¡ r :t

B (0;t) B (0;t) 2
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Las mismas observaciones de (7.18) son v¶alidas

7 .7 T a sa fo rw a rd

Considere la identidadZ T

f (t;s )d s = ¡ ln B (t;T ) = R (t;T ) (T ¡ t):
t

Despu¶es de derivar la expresi¶on anterior con respecto de T , se sigue que

@
f (t;T ) = R (t;T ) + (T ¡ t) R (t;T )

@ T µ ¶
@ 1 B (0;T ) 2 21= ln B (0;t) ¡ ln ¡ ¾ (T ¡ t) + rt6@ t T ¡ t B (0;t)µ ¶

1 B (0;T ) @ 2 21+ ln ¡ ln B (0;t) ¡ ¾ (T ¡ t)3T ¡ t B (0;t) @ t
2 2 2 21 1= ¡ ¾ (T ¡ t) ¡ ¾ (T ¡ t) + r t6 3
2 21= ¡ ¾ (T ¡ t) + r :t2

En virtud de (7.16) , se cumple ahora µ ¶
@ 1 B (0;T ) 2 21f (t;T ) = ln B (0;t) ¡ ln ¡ ¾ (T ¡ t) + rt6@ t T ¡ t B (0;t)

@ 2h = f (0;t) + ¾ t; (7:19)t
@ T

de tal forma que µ ¶
@ 2dr = f (0;t) + ¾ t dt + ¾ dW :t t
@ T

De la misma manera, la curva de rendimiento satifaceµ ¶Z T1 @ 2 2 21R (t;T ) = f (0;s ) + ¾ s (T ¡ s )ds ¡ ¾ (T ¡ t) + r t6T ¡ t @ Tt (7:20)Z T1 2 21= f (0;t) ¡ f (0;s )ds + ¾ (T ¡ t) + r :t2T ¡ t t

Observe que ½ ¾R R ¯t t ¯¡ f (0 ;s) d s ¡ r d ss
0 0B (0;t : T ) = e = E e F : (7:21)¯ t R1 t2 X E [X ]+ V a r[X ]2Dado que X » N (¹ ;¾ ) y E[e ] = e , si denotamos por I (0;t) = r ds ,s0

entonces el valor esperado de (7.1) satisface¯n o
1¯¡ I (0 ;t) ¡ E [I (0 ;t)]+ V a r[I (0 ;t)]2E e F = e :¯ t
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Por lo tanto, de (7.21) se tiene queZ t
1¡ f (0;s ) ds = ¡ E[I (0;t) ] + Var[I (0;t) ]2

0

Equivalentemente Z Zt t
21f (0;s ) ds = ´ ds ¡ ¾ t;s 2

0 0

Es decir,
21´ = f (0;t) + ¾t 2

En consecuencia, Z Zt t¡ ¢
21r = r + f (0;t) + ¾ ds + ¾ dWt 0 s2

0 0

Este modelo fue el primero de no arbitraje para la estructura de tasas de inter¶es. As¶³,
para una elecci¶on particular de la funci¶on ´ , se tienen como resultado precios te¶oricost

de un bono cup¶on cero iguales a los precios de mercado en t. Esta t¶ecnica es tambi¶en
conocida como ajuste de la tasa de rendimiento a precios actuales. El modelo supone que
existen bonos para todos los vencimientos y que los precios son dos veces diferenciables
con respecto al vencimiento.
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8 . E l m o d e lo d e H u ll y W h ite

Existen en la literatura otros modelos que se pueden calibrar con precios actuales, siendo el
caso de Ho y Lee el m¶as sencillo. La mayor¶³a de los modelos con un factor de incertidumbre
permiten calibrar la curva de rendimiento con los precios de mercado actuales. Si el modelo
no es del todo tratable, es decir, el modelo no proporciona una f¶ormula expl¶³cita para los
precios de los bonos cup¶on cero, entonces se recurre a los m¶etodos num¶ericos a ¯n de
encontrar soluciones aproximadas.

En el modelo de Vasicek, la din¶amica de la tasa corta es conducida por la siguiente
ecuaci¶on diferencial estoc¶astica

dr = a (b ¡ r )dt + ¾ dW : (8:1)t t t

Hull y White extienden este modelo para incluir un par¶ametro dependiente del tiempo,
espec¶³¯camente se supone que b es dependiente del tiempo, lo cual se denotar¶a mediante
b , de esta manerat

dr = a (b ¡ r )dt + ¾ dW : (8:2)t t t t

Si se supone que a y ¾ han sido estimadas por alg¶un m¶etodo estad¶³stico, se desea ahora
(0 )

seleccionar b , en el tiempo t = 0, de tal manera que los precios de mercado y los te¶oricost
coincidan.

8 .1 T a sa c o rta n e u tra l a l rie sg o

Se supone que el precio de bono cup¶on cero, B (t;T ) , satisface la ecuaci¶on diferencial parcial
de segundo orden, lineal y parab¶olica:

2@ B @ B @ B21+ ¾ + a (b ¡ r ) ¡ r B = 0; (8:3)t t t22@ t @ r @ r tt

con la condici¶on ¯nal B (T ;T ) = 1. Dado que la ecuaci¶on anterior no tiene derivadas
parciales cruzadas, se supone una soluci¶on en variables separables de la forma:

A (t;T )¡ r D (t;T )tB (t;T ) = e : (8:4)

Claramente, en este caso, se cumple que A (T ;T ) = 0 y D (T ;T ) = 0, ya que el valor
nominal del bono en el tiempo T , est¶a dado por

B (T ;T ) = 1:

Al diferenciar B (t;T ) en (8.4) se sigue que:µ ¶
@ B @ A @ D

= ¡ r B ;t
@ t @ t @ t

@ B
= ¡ D B ;

@ r t
2@ B 2= D B :2@ r t

49



Despu¶es de sustituir las ecuaciones anteriores en (8.3) , se tiene que:

@ A @ D 2 21¡ r + ¾ D ¡ a (b ¡ r )D ¡ r = 0: (8:5)t t t t2@ t @ t

Dado que A y D son funciones de t y T , si se deriva (8.5) con respecto a r se obtienet

@ D¡ + a D ¡ 1 = 0: (8:6)
@ t

Equivalentemente,
@ D

= a D ¡ 1:
@ t

La soluci¶on de la ecuaci¶on diferencial anterior con condici¶on ¯nal D (T ;T ) = 0 est¶a dada
por Z t

¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t) a (T ¡ s)D (t;T ) =D (T ;T )e ¡ e e ds
TZ t

¡ a (T ¡ t) a (T ¡ s) (8:7)= ¡ e e ds
T

¡ a (T ¡ t)1 ¡ e
= :

a

Por lo tanto, al sustituir D (t;T ) en (8.5) se obtiene

@ A 2 210 = ¡ r (a D ¡ 1) + ¾ D + a (r ¡ b ) D ¡ rt t t t2@ t
@ A 2 21= + ¾ D ¡ a b D :t2@ t

En otras palabras,
@ A 2 21= a b D ¡ ¾ D ;t 2@ t

o bien, ³ ´ ³ ´2 2@ A ¾¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)= b 1 ¡ e ¡ 1 ¡ e :t 2@ t 2a
En consecuencia, Z t ³ ´ 2¾¡ a (T ¡ s)A (t;T ) = b 1 ¡ e ds ¡ (t ¡ T )s 22aT Z Zt t2 2¾ ¾¡ a (T ¡ s) ¡ 2 a (T ¡ s)+ e ds ¡ e ds

2 2a 2aT TZ T ³ ´ 2¾¡ a (T ¡ s)= ¡ b 1 ¡ e ds ¡ (t ¡ T )s 22at (8:8)³ ´ ³ ´2 2¾ ¾¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)+ e ¡ 1 ¡ e ¡ 1
3 3a 4aZ T ³ ´

¡ a (T ¡ s)= ¡ b 1 ¡ e dss
t µ ¶
2¾ 2 1 3¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)+ T ¡ t + e ¡ e ¡ :
22a a 2a 2a
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Si se supone que a y ¾ han sido estimados por alg¶un m¶etodo de inferencia estad¶³stica y se
(0 )

desea calibrar A (0;T ) con la curva de rendimiento actual, es decir, se desea encontrar bT
tal que µ ¶Z T ³ ´ 2¾ 2 1 3(0 ) ¡ a (T ¡ s) ¡ a T ¡ 2 a TA (0;T ) = ¡ b 1 ¡ e ds + T + e ¡ e ¡ :s 22a a 2a 2a0

Equivalentemente, µ ¶Z T ³ ´ 2¾ 2 1 3(0 ) ¡ a (T ¡ s) ¡ a T ¡ 2 a T¡ b 1 ¡ e ds + T + e ¡ e ¡s 22a a 2a 2a0

(8:9)= ln B (0;T ) + r D (0;T )0 µ ¶¡ a T1 ¡ e
= ln B (0;T ) + r ;0

a

(0 )
la cual es una ecuaci¶on integral en b . Una forma de resolver esta ecuaci¶on integral est
calculando sus dos primeras derivadas. Para derivar (8.9) con respecto de T , denote el
integrando de (8.9) , por un momento, como³ ´

(0 ) ¡ a (T ¡ s)g (T ;s ) = b 1 ¡ e :s

En este caso, la Regla de Leibnitz conduce aZ ZT T@ @
g (T ;s )ds = g (T ;s )ds

@ T @ T0 0Z T
(0 ) ¡ a (T ¡ s)= a b e ds:s

0

Por lo tanto, la derivada de (8.9) est¶a dada por:Z T 2 ¡ ¢¾ @(0 ) ¡ a (T ¡ s) ¡ a T ¡ 2 a T ¡ a T¡ a b e ds + 1 ¡ 2e + e = ln B (0;T ) + r a e : (8:10)0s 22a @ T0

¶o Z T 2 ¡ ¢¾ 1 @2(0 ) ¡ a (T ¡ s) ¡ a T ¡ a Tb e ds = 1 ¡ e ¡ ln B (0;T ) ¡ r e : (8:11)0s 32a a @ T0

Con el prop¶osito de derivar nuevamente (8.10) con respecto de T , se de¯ne ahora

(0 ) ¡ a (T ¡ s)G (T ;s ) = b e ;s

y en este caso la regla de Leibnitz conduce a la expresi¶onZ ZT T@ @ @ T @ 0
G (T ;s )ds = G (T ;s )ds + G (T ;T ) ¡ G (T ;0)

@ T @ T @ T @ T0 0 Z T
(0 )(0 ) ¡ a (T ¡ s)= ¡ a b e ds + b :s T

0
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En consecuencia,Z T 2 2¡ ¢¾ @(0 )2 (0 ) ¡ a (T ¡ s) ¡ a T ¡ a T 2 ¡ a Ta b e ds ¡ a b + 1 ¡ e e = ln B (0;T ) ¡ r a e : (8:12)0s T 2a @ T0

¶o Z T 2 2¡ ¢1 ¾ 1 @(0 )(0 ) ¡ a (T ¡ s) ¡ a T ¡ a T ¡ a Tb e ds = b ¡ 1 ¡ e e ¡ ln B (0;T ) + r e : (8:13)0s T 3 2 2a a a @ T0

Despu¶es de igualar (8.13) con (8.11) se cumple que

2 2 2¡ ¢ ¡ ¢¾ 1 @ ¾ @2(0 ) ¡ a T ¡ a T ¡ a Tb ¡ 1 ¡ e e + ln B (0;T ) = 1 ¡ e ¡ ln B (0;T );T 2 2 2a a @ T 2a @ T

lo cual implica que

2 2 2¡ ¢ ¡ ¢1 @ @ ¾ ¾ 2(0 ) ¡ a T ¡ a Tb = ¡ ln B (0;T ) ¡ ln B (0;T ) + 1 ¡ e + 1 ¡ eT 2 2 2a @ T @ T a 2a
2 2 ¡ ¢1 @ @ ¾ ¡ 2 a T (8:14)= ¡ ln B (0;T ) ¡ ln B (0;T ) + 1 ¡ e
2 2a @ T @ T 2a

2 ¡ ¢1 @ ¾ ¡ 2 a T= f (0;T ) + f (0;T ) + 1 ¡ e :
2a @ T 2a

Para encontrar A (t;T ) a partir de (8.8) , se escribe (8.14) empleando t en lugar de T , es
decir,

2 2 ¡ ¢1 @ @ ¾(0 ) ¡ 2 a tb = ¡ ln B (0;t) ¡ ln B (0;t) + 1 ¡ e :t 2 2a @ t @ t 2a

Por lo tanto, el t¶ermino integral en la ¶ultima igualdad de (8.8) satisfaceZ T ³ ´
(0 ) ¡ a (T ¡ s)b 1 ¡ e dss

t µ ¶Z T ³ ´2 2 ¡ ¢1 @ @ ¾ ¡ 2 a s ¡ a (T ¡ s)= ¡ ln B (0;s ) ¡ ln B (0;s ) + 1 ¡ e 1 ¡ e ds
2 2a @ s @ s 2at (8:15)Z ZT ³ ´ T ³ ´21 @ @¡ a (T ¡ s) ¡ a (T ¡ s)= ¡ 1 ¡ e ln B (0;s )ds ¡ 1 ¡ e ln B (0;s )ds

2a @ s @ st tZ T ³ ´2 ¡ ¢¾ ¡ 2 a s ¡ a (T ¡ s)+ 1 ¡ e 1 ¡ e ds:
22a t

La primera integral de la ¶ultima igualdad de (8.15) se calcula mediante integraci¶on por
partesZ T ³ ´ ³ ´2@ @¡ a (T ¡ s) ¡ a (T ¡ t)1 ¡ e ln B (0;s )ds = ¡ 1 ¡ e ln B (0;t)

2@ s @ tt (8:16)Z T @¡ a (T ¡ s)+ a e ln B (0;s )ds:
@ st
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La segunda integral en (8.15) satisface

Z T ³ ´ @¡ a (T ¡ s)1 ¡ e ln B (0;s )ds
@ stZ ZT T@ @¡ a (T ¡ s)= ln B (0;s )ds ¡ e ln B (0;s )ds

@ s @ st t (8:17)Z T @¡ a (T ¡ s)= ln B (0;T ) ¡ ln B (0;t) ¡ e ln B (0;s )ds
@ stµ ¶ Z TB (0;T ) @¡ a (T ¡ s)= ln ¡ e ln B (0;s )ds:

B (0;t) @ st

Finalmente, la tercera integral est¶a dada por

Z T ³ ´¡ ¢¡ 2 a s ¡ a (T ¡ s)1 ¡ e 1 ¡ e ds
tZ T ³ ´

¡ 2 a s ¡ a (T ¡ s) ¡ a (T + s)= 1 ¡ e ¡ e + e ds
t (8:18)³ ´ ³ ´¡ ¢1 1 1¡ 2 a t ¡ 2 a T ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T + t) ¡ 2 a T= T ¡ t ¡ e ¡ e ¡ 1 ¡ e + e ¡ e

2a a aµ ¶
1 1 1 1 1¡ 2 a t ¡ 2 a T ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T + t)= T ¡ t + ¡ e ¡ e + e + e ¡ :
2a 2a a a a

Despu¶es de sustituir (8.16) , (8.17) y (8.18) en (8.15) , se sigue que

Z T ³ ´
(0 ) ¡ a (T ¡ s)b 1 ¡ e dss

tµ ¶ Z T¡ a (T ¡ t)1 ¡ e @ @¡ a (T ¡ s)= ln B (0;t) ¡ e ln B (0;s )ds
a @ t @ st (8:19)µ ¶ Z TB (0;T ) @¡ a (T ¡ s)¡ ln + e ln B (0;s )ds
B (0;t) @ stµ ¶

2¾ 1 1 1 1 1¡ 2 a t ¡ 2 a T ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T + t)+ T ¡ t ¡ e ¡ e + e + e ¡ :
22a 2a 2a a a a

53



Por lo tanto, Z T ³ ´
(0 ) ¡ a (T ¡ s)A (t;T ) = ¡ b 1 ¡ e dss

t µ ¶
2¾ 2 1 3¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t)+ T ¡ t + e ¡ e ¡
22a a 2a 2aµ ¶ µ ¶¡ a (T ¡ t)B (0;T ) 1 ¡ e @

= ln ¡ ln B (0;t)
B (0;t) a @ tµ ¶
2¾ 1 1 1 1 1¡ 2 a t ¡ 2 a T ¡ a (T ¡ t) ¡ a (T ¡ t)¡ T ¡ t ¡ e ¡ e + e + e ¡
22a 2a 2a a a aµ ¶
2¾ 2 1 3¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T + t)+ T ¡ t + e ¡ e ¡
22a a 2a 2aµ ¶ µ ¶¡ a (T ¡ t)B (0;T ) 1 ¡ e @

= ln ¡ ln B (0;t)
B (0;t) a @ t³ ´2¾ ¡ 2 a T ¡ 2 a t ¡ a (T ¡ t) ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ a (T + t)¡ ¡ e ¡ e + 1 ¡ 2e + e + 2e :
34a

En conclusi¶on,µ ¶
2 ¡ ¢ ¡ ¢B (0;T ) @ ¾ 2¡ a T ¡ a t 2 a tA (t;T ) = ln ¡ D (t;T ) ln B (0;t) ¡ e ¡ e e ¡ 1 : (8:20)
3B (0;t) @ t 4a

As¶³ pues, una vez determinadas las funciones D (t;T ) y A (t;T ) en (8.7) y (8.20) , respecti-
vamente, la curva de rendimiento se calcula mediante

r A (t;T ) ¡ D (t;T )t
R (t;T ) = ;

T ¡ t
lo que concluye esta secci¶on.
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9 . M o d e lo L o n g sta ®

Existe en la literatura una clase importante de procesos con reversi¶on a la media para
el modelado del comportamiento de la tasa corta. Dicha clase est¶a representada por la
ecuaci¶on diferencial estoc¶astica:

¯®dr = a (º ¡ r )dt + ¾ r dW (9:1)t t ttt

en donde º y ¾ son constantes positivas y f W g es un movimiento Browniano est¶andar.t t¸ 0
2 ¯2El t¶ermino aleatorio en la ecuaci¶on (9.1) tiene varianza ¾ r por unidad de tiempo, dondet

¯ ¸ 0.
1Los casos en que a ´ a , ® = 1 y ¯ 2 f0; g son de particular inter¶es ya que son det 2

equilibrio general que pueden tratarse anal¶³ticamente. El modelo de Vasicek se obtiene
1cuando ¯ = 0 y el modelo de Cox, Ingersoll y Ross cuando ¯ = . El modelo de Longsta®2

1 2se obtiene cuando ® = ¯ = , º = ¾ = 4a y a ´ a . De esta format2 ¡ ¢ pp21dr = ¾ ¡ a r dt + ¾ r dW : (9:2)t t tt4

Modelo Par¶ametros º ;a Procesot

Merton ® = 0 ¯ = 0 ¹ + 1 dr = ¹ dt + ¾ dWt t

(1970) a = 1 ¹ ;¾ son ctes.

Vasicek ® = 1 ¯ = 0 b;a dr = a (b ¡ r )dt + ¾ dWt t t

(1977) a ;b;¾ son ctes.

p1CIR ® = 1 ¯ = b;a dr = a (b ¡ r )dt + ¾ r dWt t t t2
(1985) a ;b;¾ son ctes.

Ho y Lee ® = 0 ¯ = 0 2;h dr = h dt + ¾ dWt t t t

(1986) ¾ es constante

Hull y White ® = 1 ¯ = 0 b ;a dr = a (b ¡ r )dt + ¾ dWt t t t t

(1990) b ;¾ son funci¶on del tiempot

p p1 1Longsta® ® = ¯ = b;a dr = a (b ¡ r )dt + ¾ r dWt tt t2 2
(1989) a ;b;¾ son ctes.

Tabla 9.1 Resumen de casos particulares de la ecuaci¶on (9.1) .

55



El modelo de Longsta® tambi¶en es de equilibrio general y proporciona una soluci¶on
an¶alitica. Este modelo se le conoce tambi¶en en la literatura como el modelo de doble ra¶³z.

1Es importante destacar que modelos con valores ¯ distintos de 0 y no son muy populares2
en la literatura debido a su complej idad. La tabla 9.1 presenta un resumen de los modelos
de tasas que se pueden derivar a partir de la ecuaci¶on (9.1) .

9 .1 S o lu c i¶o n d e la e c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e L o n g sta ®

Si r es la tasa corta neutral al riesgo, es decir, el premio al riesgo es cero, entonces el preciot

de un bono cup¶on cero, B (t;T ) , que se coloca en t y que paga una unidad monetaria al
vencimiento T , satisface la ecuaci¶on diferencial parcial de segundo orden y parab¶olica:

2 ¡ ¢p@ B @ B @ B2 21 1+ ¾ r + ¾ ¡ a r ¡ r B = 0: (9:3)t t t2 2 4@ t @ r @ r tt

Se propone una soluci¶on de (9.3) en t¶erminos de variables separables como sigue:

p
A (t;T )+ r D (t;T )+ C (t;T ) rt tB (t;T ) = e : (9:4)

Claramente, A (T ;T ) = D (T ;T ) = C (T ;T ) = 0 ya que el valor nominal del bono est¶a dado
por p

A (T ;T )+ r D (T ;T )+ C (T ;T ) rT TB (T ;T ) = e = 1:

Despu¶es de derivar parcialmente a B con respecto de t y r se encuentra que:tµ ¶p@ B @ A @ D @ C
= B + r + r ; (9:5)t t

@ t @ t @ t @ tµ ¶
@ B C

= B D + (9:6)p
@ r 2 rt t

y " #µ ¶ µ ¶22@ B C C
= B ¡ + D + : (9:7)p p2@ r 4 r r 2 rt t tt

Si se sustituyen las expresiones (9.5) , (9.6) y (9.7) en la ecuaci¶on (9.3) se tiene:µ ¶22 2p@ A @ D @ C ¾ C ¾ r Ct
+ r + r ¡ + D +p pt t

@ t @ t @ t 8 r 2 2 rt t
(9:8)µ ¶µ ¶

2 p¾ C
+ ¡ a r D + ¡ r = 0:pt t

4 2 rt

Despu¶es de desarrollar la expresi¶on anterior, se tiene

p22 2 2 2¾ rp@ A @ D @ C ¾ C ¾ r ¾ ¾tt 2 2+ r + r ¡ + D + D C + C + Dpt t
@ t @ t @ t 8 r 2 2 8 4t

2 p¾ C a C
+ ¡ a D r ¡ ¡ r = 0:p t t
8 r 2t
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Equivalentemente, µ ¶ · µ ¶ ¸
2 2 2p@ A @ D ¾ D @ C C ¾

+ r + ¡ 1 + r + ¡ a Dt t
@ t @ t 2 @ t 2

(9:9)µ ¶
2 2C ¾ a D ¾

+ ¡ C + = 0:
8 2 4

Si se deriva con respecto de r , se tiene quet · µ ¶ ¸
2 2 2@ D ¾ D 1 @ C C ¾

+ ¡ 1 + + ¡ a D = 0: (9:10)p
@ t 2 2 r @ t 2t

A ¯n de que (9.10) se cumpla para toda r es necesario que se satisfagat

2 2@ D ¾ D
= 1 ¡ (9:11)

@ t 2

junto con µ ¶
2@ C C ¾

= a ¡ D : (9:12)
@ t 2

La ecuaci¶on diferencial ordinaria (9.11) es del tipo de Riccatti. Retomemos la ecuaci¶on
para obtener su soluci¶on de manera anal¶³tica, esto es

2 2@ D ¾ D
= 1 ¡ ;

@ t 2

(9:13)µ ¶
2 2@ D (t;T ) ¾ D (t;T )

= ¡ ¡ 1 :
@ t 2

De la ecuaci¶on (13) , se tieneZ ZD (t;T ) tdU (s ;T )
= ¡ ds1 2 2¾ U (s;T ) ¡ 1 (9:14)D (T ;T ) T2

= ¡ (t ¡ T ) :

El lado izquierdo de la ecuaci¶on (9.14) , se puede reescribir comoZ ZD (t;T ) D (t;T )dU 2 dU
= : (9:15)1 22 22 2 ¾ U ¡ (2= ¾ )¾ U ¡ 10 02

La integral que aparece en (9:15) se calcula mediante integraci¶on por fracciones parciales,
esto es, Z ZD (t;T ) D (t;T )dU dUp p¡ ¡ ¢¢¡ ¡ ¢¢= : (9:16)22U ¡ (2= ¾ ) U + 2= ¾ U ¡ 2= ¾0 0
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Note que el integrando en (9:16) se puede reescribir como

1 A B0 0p p p p¡ ¡ ¢¢¡ ¡ ¢¢= + :
U + 2= ¾ U ¡ 2= ¾ U + 2= ¾ U ¡ 2= ¾

De lo anterior, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales

A + B = 00 0

y p p
2 2
B ¡ A = 1:0 0

¾ ¾

La soluci¶on de este sistema de ecuaciones es

¾pA = ¡ (9:17)0
2 2

y
¾pB = (9:18)0
2 2

Al sustituir (9.17) y (9.18) en (9.16) , se tiene

Z ZD (t;T ) D (t;T )dU dU¡ ¡ ¢¢ p p¡ ¡ ¢¢¡ ¡ ¢¢=
22U ¡ 2= ¾ U + 2= ¾ U ¡ 2= ¾0 0 Z ZD (t;T ) D (t;T )¾ dU ¾ dUp p p p¡ ¢ ¡ ¢= ¡ +

2 2 U + 2= ¾ 2 2 U ¡ 2= ¾0 0h ¯ ¯p¡ ¢¾ D (t;T )¯ ¯p= ¡ ln U + 2= ¾
02 2 i¯ ¯p¡ ¢D (t;T )¯ ¯+ ln U ¡ 2= ¾

0¯ ¯p¡ ¢ D (t;T )¯ ¯U ¡ 2= ¾¾ ¯ ¯p p¡ ¢= ln¯ ¯¯ ¯2 2 U + 2= ¾
0¯ ¯ ¯ ¯( )p p¡ ¢ ¡ ¢¯ ¯ ¯ ¯D (t;T ) ¡ 2= ¾ 0 ¡ 2= ¾¾ ¯ ¯ ¯ ¯p p p¡ ¢ ¡ ¢= ln ¡ ln¯ ¯ ¯ ¯¯ ¯ ¯ ¯2 2 D (t;T ) + 2= ¾ 0 + 2= ¾¯ ¯p¡ ¢¯ ¯D (t;T ) ¡ 2= ¾¾ ¯ ¯p p¡ ¢= ln :¯ ¯¯ ¯2 2 D (t;T ) + 2= ¾

(9:19)

Note que en la ecuaci¶on (9:19) se ha considerado que D (T ;T ) = 0 y que ln j¡ 1j= 0: Si se
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sustituye la ecuaci¶on (9:19) en la ecuaci¶on (9:15) y (9:14) , se tiene:

Z ZD (t;T ) D (t;T )dU dU³ ³ ´́=1 2 2 1 1¾ U ¡ 1 2 2D (T ;T ) 0 ¾ U ¡2 1 22 ¾2Z D (t;T )2 dU¡ ¡ ¢¢= 22 2¾ U ¡ 20 ¾¯ ¯p (9:20)¯ ¯2D (t;T ) ¡2 ¾ ¯ ¯¾pp= ln¯ ¯2 2¯ ¯¾ 2 2 D (t;T ) + ¾pÃ !
2D (t;T ) ¡1 ¾pp= ln = ¡ (t ¡ T ) ;
22¾ D (t;T ) + ¾

donde se ha supuesto que la cantidad que aparece dentro del valor absoluto es positiva.
Por lo tanto, Ã p !

2 pD (t;T ) ¡ ¾pln = 2¾ (T ¡ t) : (9:21)
2D (t;T ) + ¾

De la ecuaci¶on (9.21) , se obtiene tiene " #pp
2 ¾ (T ¡ t)2 1 + e

pD (t;T ) = : (9:22)
2 ¾ (T ¡ t)¾ 1 ¡ e

Equivalentemente, " #pp
2 ¾ (T ¡ t)2 2e
pD (t;T ) = 1 + : (9:23)
2 ¾ (T ¡ t)¾ 1 ¡ e

La funci¶on D (t;T ) satisface la ecuaci¶on diferencial (9.11) . Sin embargo, observe que (9.23)
no cumple la condici¶on ¯nal D (T ;T ) = 0. Por lo tanto, se retoma la ecuaci¶on (9.20)
suponiendo ahora que el argumento del valor absoluto es una cantidad negativa, lo que
conduce a pÃ !

2 p¡ D (t;T )¾ pln = 2¾ (T ¡ t) : (9:24)
2D (t;T ) + ¾

Al despejar D (t;T ) , se tiene " #pp
2 ¾ (T ¡ t)2 1 ¡ e

pD (t;T ) = : (9:25)
2 ¾ (T ¡ t)¾ 1 + e

¶o " #pp
2 ¾ (T ¡ t)2 2e
pD (t;T ) = 1 ¡ : (9:26)
2 ¾ (T ¡ t)¾ 1 + e
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Esta funci¶on satisface la ecuaci¶on diferencial (9.11) y cumple la condici¶on D (T ;T ) = 0.
La soluci¶on obtenida, D (t;T ) , se sustituye en la ecuaci¶on diferencial parcial (9.12) , lo cual
lleva a µ ¶

2@ C C ¾
= a ¡ D ;

@ t 2 " #pp (9:27)µ ¶
2 2 ¾ (T ¡ t)C ¾ 2 1 ¡ e

p= a ¡ :
2 ¾ (T ¡ t)2 ¾ 1 + e

La ecuaci¶on diferencial (9:27) es de variables separables, as¶³" #ppZ ZC (t;T ) t 2 ¾ (T ¡ s)dU (s;T ) 2 1 ¡ e
p¡ ¡ ¢ = ds: (9:28)2U ¾ 2 ¾ (T ¡ s)¾¡ a 1 + eC (T ;T ) T2

Al resolver la integral del lado izquierdo de la ecuaci¶on (9.28) , se tiene queZ ZC (t;T ) C (t;T )dU dU¡ ¢ £ ¤¡ = ¡2 2U ¾ ¾ 2 a¡ a U ¡0 0 22 2 ¾Z C (t;T )¡ 2 dU
= 2 a2¾ U ¡ 20 ¾¯ ¯· Ç (t;T )¯ ¯¡ 2 2a¯ ¯= ln U ¡¯ ¯2 2¾ ¾ 0¯ ¯ ¯ ¯· ¸¯ ¯ ¯ ¯¡ 2 2a 2a¯ ¯ ¯ ¯= ln C (t;T ) ¡ ¡ ln 0 ¡¯ ¯ ¯ ¯2 2 2¾ ¾ ¾¯ ¯2 a¯ ¯¡ C (t;T )¡ 2 2¾̄ ¯= ln¯ ¯2 2¾ 2a = ¾¯ ¯

2¯ ¯¡ 2 2a ¡ ¾ C (t;T )¯ ¯= ln¯ ¯2¾ 2aµ ¶¡ 122 2a ¡ ¾ C (t;T )
= ln ;

2¾ 2a

2donde se se ha tomado en cuenta que C (T ;T ) = 0 y se ha supuesto que C (t;T ) < 2a = ¾ .
Por lo tanto, µ ¶Z C (t;T ) dU 2 2a¡ ¢¡ = ln : (9:29)2 2 2U ¾ ¾ 2a ¡ ¾ C (t;T )¡ a0 2

p
2 ¾ (T ¡ s)Considere ahora el lado derecho de (9.28) , y de¯na el cambio de variable U = 1+ e ,

entonces pp
2 ¾ (T ¡ s)dU = ¡ 2¾ e dsp

= ¡ 2¾ (U ¡ 1)ds ;
as¶³ " #pp Z Zt t2 ¾ (T ¡ s)2 1 ¡ e 1 U ¡ 2

p ds = dU : (9:30)
22 ¾ (T ¡ s)¾ ¾ U (U ¡ 1)1 + eT T
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El lado derecho de la ecuaci¶on (9:30) se resuelve por fracciones parciales, esto es, se desea
determinar A y B tales que1 1

U ¡ 2 A B A (u ¡ 1) + B U1 1 1 1
= + = :

U (U ¡ 1) U U ¡ 1 U (U ¡ 1)
Es decir,

A + B = 11 1

y
A = 2:1

Por lo tanto, · ¸Z Z Zt t t1 U ¡ 2 1 A B1 1
dU = dU + dU

2 2¾ U (U ¡ 1) ¾ U U ¡ 1T T T· ¸¯ ¯ ¯ ¯p pt t1 ¯ ¯ ¯ ¯2 ¾ (T ¡ s) 2 ¾ (T ¡ s)= 2 ln 1 + e ¡ ln 1 + e ¡ 1¯ ¯ ¯ ¯2¾ T T· ¸¯ ¯ ¯ ¯³ ´p p t1 ¯ ¯ ¯ ¯2 ¾ (T ¡ t) 2 ¾ (T ¡ s)= 2 ln 1 + e ¡ ln 2 ¡ ln e¯ ¯ ¯ ¯2¾ T2 2 3 3³ ´p 2 (9:31)
2 ¾ (T ¡ t)1 + e p1 6 6 7 72 ¾ (T ¡ t)= ln ¡ ln e4 4 5 52¾ 42 3³ ´p 2

2 ¾ (T ¡ t)1 + e1 6 7p= ln :4 52 2 ¾ (T ¡ t)¾ 4e

Si, por un lado, se sustituye (9:31) en (9:30) y, por otro lado, se sustituyen (9:29) y (9:30)
en (9:28) , se tiene que " #ppZ ZC (t;T ) t 2 ¾ (T ¡ s)dU 2 1 ¡ e

p¡ ¢¡ = ds2U ¾ 2 ¾ (T ¡ s)¾¡ a 1 + eC (T ;T T2 2 3³ ´p 2 (9:32)µ ¶ 2 ¾ (T ¡ t)1 + e2 2a 1 6 7pln = ln :4 52 2 2 2 ¾ (T ¡ t)¾ 2a ¡ ¾ C (t;T ) ¾ 4e

Al despejar C (t;T ) de la ecuaci¶on anterior, se tiene que2 3³ 2́1p ¾ (T ¡ t)
21 ¡ e2a 6 7pC (t;T ) = : (9:33)4 52 2 ¾ (T ¡ t)¾ 1 + e

2Observe que C (t;T ) < 2a = ¾ y que si t = T , entonces C (T ;T ) = 0. Se puede veri¯car, de
manera sencilla, que (9.25) y (9.33) cumplen con (9.12) .
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Ahora bien, si se sustituyen (9.11) , (9.12) , (9.26) y (9.33) en (9.9) , se obtiene que³ ´ ³ ´p p4 2
2 ¾ (T ¡ t)= 2 2 ¾ (T ¡ t)= 2a 1 ¡ e a 1 ¡ e@ A ³ ´+ ¡³ ´ p2p@ t 2 2 ¾ (T ¡ t)2 2 ¾ (T ¡ t) ¾ 1 + e2¾ 1 + e" #p

2 ¾ (T ¡ t)¾ 2e
pp+ 1 ¡ = 0:
2 ¾ (T ¡ t)2 2 1 + e

La expresi¶on anterior se puede reescribir como:Ã ! " #p p2
2 2 ¾ (T ¡ t) 2 ¾ (T ¡ t)@ A a 1 ¡ e ¾ 2e

p pp= ¡ 1 ¡ : (9:34)
2 2 ¾ (T ¡ t) 2 ¾ (T ¡ t)@ t 2¾ 2 21 + e 1 + e

Por lo tanto, Ã ! " #p p2Z Zt t2 2 ¾ (T ¡ s) 2 ¾ (T ¡ s)a 1 ¡ e ¾ 2e
p ppA (t;T ) = ds ¡ 1 ¡ ds : (9:35)

2 2 ¾ (T ¡ s) 2 ¾ (T ¡ s)2¾ 2 21 + e 1 + eT T

Para calcular la primera integral, del lado derecho de la ecuaci¶on anterior, se de¯ne elp p
2 ¾ (T ¡ s)siguiente cambio de variable sea u = 1 + e , de donde du = ¡ 2¾ (u ¡ 1)ds =p

2¾ (1 ¡ u)ds. En consecuencia,Z Zt t2 2 2 2a (2 ¡ u ) a (4 ¡ 4u + u )p pdu = du : (9:36)
2 23 3u (1 ¡ u ) u (1 ¡ u )2 2¾ 2 2¾T T

La integral, del lado derecho de (9.36) , se calcula por fracciones parciales. Esto es,

2(4 ¡ 4u + u ) A B C2 2 2
= + +

2 2u (1 ¡ u ) u u 1 ¡ u
2A + u (B ¡ A ) + u (C ¡ B )2 2 2 2 2

=
2u (1 ¡ u )

La soluci¶on del sistema generado es A = 4, B = 0, y C = 1. Por lo tanto,2 2 2· ¸Z Z Zt t t2 2 2a (4 ¡ 4u + u ) a 4 1p pdu = du + du
2 23 3u (1 ¡ u ) u 1 ¡ u2 2¾ 2 2¾T T T· ¸Z Zt t2a 4 1p= du ¡ du

23 u u ¡ 12 2¾ T T" ¯µ ¶ t2 ¯a 1 ¯pp= ¡ 4 ¯3 2 ¾ (T ¡ s)2 2¾ 1 + e (9:37)T#
t̄³ ´p ¯

2 ¾ (T ¡ s) ¯¡ ln e
T̄p

2 2 22a a a (T ¡ t)µ ¶ p= ¡ + ¡ :
2p 3 2¾2¾3 2 ¾ (T ¡ t)¾ 1 + e
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A continuaci¶on se calcula la segunda integral que aparece en (9.35) , es decir," # " " # #p ppZ Zt t2 ¾ (T ¡ s) 2 2 ¾ (T ¡ s)¾ 2e ¾ 2 2e
p pp¡ 1 ¡ ds = ¡ 1 ¡ ds
2 ¾ (T ¡ s) 2 ¾ (T ¡ s)4 ¾2 2 1 + e 1 + eT T" Ã ! #pp Z t2 2 ¾ (T ¡ s)¾ 2 1 ¡ e

p= ¡ ds
2 ¾ (T ¡ s)4 ¾ 1 + eT2 3³ ´p 2 (9:38)2 ¾ (T ¡ t)1 + e1 6 7p= ¡ ln4 5

2 ¾ (T ¡ t)4 4eÃ !p
¾ (T ¡ t)= 22e1 p= ln :2 2 ¾ (T ¡ t)1 + e

Note que la integral que aparece en la segunda igualdad de (9.38) , ya fue resuelta en (9.30) .
Por ¶ultimo, si se sustituyen las ecuaciones (9.37) y (9.38) en (9.35) , se obtiene queÃ !p

¾ (T ¡ t)= 2 2 22e a a (T ¡ t)1 p pA (t;T ) = ln + ¡2 232 ¾ (T ¡ t) 2¾2¾1 + e
p (9:39)22aµ ¶¡ :p

3 2 ¾ (T ¡ t)¾ 1 + e

La expresi¶on anterior se puede reescribir como:µ ¶ µ ¶
2 22 a ¾ a1 p p pA (t;T ) = ln + + ¡ (T ¡ t)2 232 ¾ (T ¡ t) 2¾2¾ 2 21 + ep

2 (9:40)2aµ ¶¡ :p
3 2 ¾ (T ¡ t)¾ 1 + e

Claramente, si t = T , entonces A (T ;T ) = 0.
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9 .3 E stru c tu ra d e p la z o s d e l m o d e lo d e L o n g sta ®

La estructura de plazos en este modelo est¶a dada por: p¡ r D (t;T ) ¡ A (t;T ) ¡ C (t;T ) rln B (t;T ) t t
R (t;T ) = ¡ = : (9:41)

T ¡ t T ¡ t
Puede vericarse, f¶acilmente, que

2¾ apR (t;1 ) ´ lim = ¡ : (9:42)
2T ! 1 2¾2 2

9 .4 E stim a c i¶o n d e p a r¶a m e tro s

Recuerde que la ecuaci¶on diferencial estoc¶astica del comportamiento de la tasa corta est¶a
representada por: ¡ ¢ pp21dr = ¾ ¡ a r dt + ¾ r dW : (9:43)t t tt4 p
Considere el cambio de variable X = 2 r . Se calculan las parciales de primero y segundot t
orden de X con respecto a r . Esto es,t t

@ X 1 2t
= = ;p

@ r r Xt t t

2@ X 1 1t
= ¡ = ¡p2@ r 2r r r Xt t t tt

y
@ X t

= 0: (9:44)
@ t

El lema de Itô conduce aµ ¶
2¡ ¢p p@ X @ X 1 @ X @ Xt t t t2 21dX = + ¾ ¡ a r + ¾ r dt + ¾ r dWt t t t t4 2@ t @ r 2 @ r @ rt ttµ µ ¶¶¡ ¢p2 ¡ 1 X 2t2 21 1= ¾ ¡ a r + ¾ r dt + ¾ dWt t t4 2X r X 2 X (9:45)t t t tµ ¶p

2a r1 1t2 2= ¾ ¡ ¡ ¾ dt + ¾ dW t
2X X 2Xt t t

= ¡ a dt + ¾ dW :t

Por lo tanto
X ¡ X = ¡ a + u t = 1;2;:::;N ;t t¡ 1 t

2donde u » N (0;¾ ) . Por lo tanto,t

E[X ¡ X ] = ¡ a (9:46)t t¡ 1
y

2Var[X ¡ X ] = ¾ : (9:47)t t¡ 1
As¶³ pues, Si Y = X ¡ X , los estimadores de a y ¾ se obtienen a trav¶es de las siguientest t t¡ 1
ecuaciones vuN NuX Xt 2Y = ba y Y = b¾ :t t

t= 1 t= 1
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1 0 . M o d e lo B re n n a n y S ch w a rtz d e d o s fa c to re s

En el modelo de Brennan de Schwartz la determinaci¶on de la curva de rendimiento no s¶olo
considera la din¶amica de la tasa de inter¶es de plazo m¶as corto disponible en el mercado,
sino tambi¶en el comportamiento la tasa de inter¶es de plazo m¶as largo con que se cuenta
en el mercado. La din¶amica de estas tasas se especi¯ca a trav¶es de un sistema de dos
ecuaciones diferenciales estoc¶asticas.

1 0 .1 B o n o s \ c o n so l"

Un bono \consol" es una perpetuidad, es decir, es un instrumento de renta ¯ja que paga
peri¶odicamente un cup¶on por siempre. En 1815, el gobierno brit¶anico coloc¶o un monto
considerable de bonos de consolaci¶on (\consol" ) a ¯n de liquidar la deuda en que incurri¶o
durante la guerra contra Napole¶on. Estos bonos recibieron el nombre de bonos de conso-
laci¶on porque su prop¶osito era dar consuelo a aqu¶ellos con los que el gobierno brit¶anico
ten¶³a adeudos.

De esta manera, si un bono de consolaci¶on paga en cada instante un cup¶on c y se
descuenta a una tasa b ´ R (t;1 ) , entonces su precio C (t;b ;1 ) al tiempo t, est¶a dadot t

por Z 1 c¡ b (s¡ t)tC (t;b ;1 ) = ce ds = : (10:1)t
btt

Alternativamente, un bono de consolaci¶on paga c¢s unidades monetarias durante ¢s
inde¯nidamente, as¶³ el precio C (t;b ;1 ) est¶a dado port

1X ¡ b (s¡ t)tC (t;b ;1 ) = lim e (c¢s ) ; (10:2)t
¢ s! 0

t

donde el intervalo [0;1 ) se ha dividido en peque~nos subintervalos de longitud ¢s . Por
¶ultimo observe que

¢C
= c;

¢t

ya que el bono de consolaci¶on paga c¢s unidades monetarias cada intervalo de longitud
¢s .

1 0 .2 F u n d a m e n to s d e l m o d e lo d e B re n n a n y S ch w a rtz

A continuaci¶on se presenta una versi¶on simpli¯cada del modelo de Brennan y Schwartz.
Se supone que la tasa corta, r ´ R (t;t) , y la tasa larga, b ´ R (t;1 ) , es decir, las tasast t

de inter¶es de plazos m¶as corto y m¶as largo en el mercado, respectivamente, satisfacen el
siguiente sistema de dos siguientes ecuaciones diferenciales estoc¶asticas:

dr = a (b ¡ r )dt + r ¾ dW ;t t t t
(10:3)

db = b ® dt + b ¯ dV :t t t t

Se supone tambi¶en que los factores de riesgo se encuentran correlacionados entre s¶³, de tal
manera que

dW dV = ½ dt:t t
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Si B = B (r ;b ;t;T ) denota el precio de un bono cup¶on cero que paga una unidad mone-t t

taria al vencimiento T , el cual depende de r y b , se tiene quet t·
@ B @ B @ B

dB = + a (b ¡ r ) + b ®t t t
@ t @ r @ bt tµ ¶¸

2 2 2@ B @ B @ B2 2 2 21 (10:4)+ ¾ r + b ¯ + 2½ r ¾ b ¯ dtt tt t2 22 @ r @ b @ r @ bt tt t

@ B @ B
+ r ¾ dW + b ¯ dV :t t t
@ r @ bt t

Si se denota la componente de tendencia de (10.4) por º , se sigue queB

@ B @ B
dB = º dt + r ¾ dW + b ¯ dV : (10:5)B t t t t

@ r @ bt t

1 0 .3 C o n d ic i¶o n d e n o a rb itra je

Con el prop¶osito de caracterizar el equilibrio entre rendimientos de bonos de diferentes
fechas de vencimiento, considere un portafolio con w ; i = 1;2;3, unidades de bonos B =i i

B (r ;b ;t;T ) , i = 1;2;3, con fechas de vencimiento T , i = 1;2;3. En este caso, el valor,t t i i

¦ , del portafolio est¶a dado por:t

¦ = w B + w B + w B ; (10:6)t 1 1 2 2 3 3

y el cambio en su valor, por °uctuaciones propias del mercado, se calcula mediante

d¦ = w dB + w dB + w dB : (10:7)t 1 1 2 2 3 3

Si se sustituye el cambio en el precio de cada bono, se obtiene:µ ¶
@ B @ B1 1

d¦ = w º dt + r ¾ dW + b ¯ dVt 1 B t t t t1 @ r @ bt tµ ¶
@ B @ B2 2

+ w º dt + r ¾ dW + b ¯ dV2 B t t t t2 @ r @ bt tµ ¶
@ B @ B3 3

+ w º dt + r ¾ dW + b ¯ dV3 B t t t t3 @ r @ b (10:8)t t

= (w º + w º + w º ) dt1 B 2 B 3 B1 2 3µ ¶
@ B @ B @ B1 2 3

+ w r ¾ + w r ¾ + w r ¾ dW1 t 2 t 3 t t
@ r @ r @ rt t tµ ¶
@ B @ B @ B1 2 3

+ w b ¯ + w b ¯ + w b ¯ dV :1 t 2 t 3 t t
@ b @ b @ bt t t
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La tasa de rendimiento del portafolio, d¦ =¦ , ser¶a libre de riesgo si las w , i = 1;2;3, set t i

seleccionan de tal manera que los coe¯cientes de los factores de riesgo dW y dV son cero,t t

esto es, si se cumplen simult¶aneamente las dos siguientes ecuaciones:

@ B @ B @ B1 2 3
w r ¾ + w r ¾ + w r ¾ = 0;1 t 2 t 3 t
@ r @ r @ rt t t (10:9)
@ B @ B @ B1 2 3

w b ¯ + w b ¯ + w b ¯ = 0:1 t 2 t 3 t
@ b @ b @ bt t t

Por otro lado, a ¯n de evitar oportunidades de arbitraje libres de riesgo, es necesario que
la tasa de rendimiento sobre este portafolio sea igual a la tasa de interes libre de riesgo r .t
Por supuesto que r es variable, de hecho es estoc¶astica, pero al tiempo t es completamentet

conocida. En consecuencia,

w º + w º + w º = r :1 B 2 B 3 B t1 2 3

Equivalentemente,

w º + w º + w º = r (w + w + w ) (10:10)1 B 2 B 3 B t 1 2 31 2 3

Por lo tanto, se tiene que

w (º ¡ r ) + w (º ¡ r ) + w (º ¡ r ) = 0 (10:11)1 B t 2 B t 3 B t1 2 3

Las ecuaciones (10.9) y (10.11) se pueden escribir en forma matricial como:0 10 1 0 1@ B @ B @ B1 2 3 w 0r ¾ r ¾ r ¾ 1t t t@ r @ r @ rt tB CB C B CB CB C B C@ B @ B @ BB C1 2 3 w = 0 : (10:12)B C B C2b ¯ b ¯ b ¯t t tB C@ b @ b @ b @ A @ At t t@ A
w 03º ¡ r º ¡ r º ¡ rB t B t B t1 2 3

Observe que si el de terminante de la matriz es distinto de cero, entonces el sistema tiene
como ¶unica soluci¶on la soluci¶on trivial, es decir, w = w = w = 0. Lo que se busca es1 2 3

una soluci¶on no trivial, por lo que las ¯las de la matriz en (10.12) deben ser linealmente
dependientes, entonces existen ¸ y ¸ tales que:r b

@ B @ B1 1
º = r + r ¾ ¸ + b ¯ ¸ ;B t t r t b1 @ r @ bt t

@ B @ B2 2
(10:13)º = r + r ¾ ¸ + b ¯ ¸ ;B t t r t b2 @ r @ bt t

@ B @ B3 3
º = r + r ¾ ¸ + b ¯ ¸ :B t t r t b3 @ r @ bt t

Dado que estas ecuaciones son id¶enticas para cualquier fecha de vencimiento, se tiene que

@ B @ B
º = r + r ¾ ¸ + b ¯ ¸ (10:14)B t t r t b

@ r @ bt t
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es independiente del vencimiento T .

1 0 .4 P re m io a l rie sg o d e u n b o n o d e c o n so la c i¶o n

En particular, la ecuaci¶on (10.14) se cumple para un bono de consolaci¶on que paga cupones
c = 1 y cuyo precio 1= b es independiente de r . As¶³, si B (r ;b ;t;1 ) ´ C (t;b ;1 ) = 1= b ,t t t t t t

se tiene que
2 2@ B @ B @ B

= = = 0;2@ r @ r @ r @ bt t tt

@ B 1
= ¡ ; (10:15)2@ b bt t

2@ B 2
= :2 3@ b bt t

Asimismo, @ B = @ t = 1 ya que el bono de consolaci¶on paga continuamente una unidad
monetaria. Observe ahora que, por un lado, a partir de (10.4) se tiene queµ ¶

2@ B @ B 2 21º = 1 + b ® + b ¯B t t2 2@ b @ bt t (10:16)µ ¶
2® ¯

= 1 ¡ + :
b bt t

Mientras que, por otro lado, a partir de (10.14) , se tiene que

@ B
º =r + b ¯ ¸B t t b

@ btµ ¶ (10:17)
¯

= r ¡ ¸ :t b
bt

Despu¶es de igualar (10.16) con (10.17) , se obtiene

2(r ¡ 1) b + ® ¡ ¯t t
¸ = : (10:18)b

¯

1 0 .5 E c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e l p re c io u n b o n o q u e d e p e n d e
d e la s ta sa s c o rta y la rg a

Dado que la prima al riesgo de mercado no depende de las caracter¶³sticas espec¶³¯cas del
instrumento que se utiliz¶o para calcularla, la prima debe ser la misma para cualquier bono.
Despu¶es de sustituir (10.18) en la ecuaci¶on (10.14) , se obtiene

£ ¤@ B @ B @ B2º = r + r ¾ ¸ + (r ¡ 1) b ¡ ¯ b + ® b : (10:19)B t t r t t t t
@ r @ b @ bt t t
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De lo anterior, se tiene que

¡ ¢@ B @ B @ B 2® b = º ¡ r ¾ ¸ ¡ r ¡ (r ¡ 1)b ¡ ¯ b : (10:20)t B t r t t t t
@ b @ r @ bt

Al sustituir (10.20) en (10.4) , se sigue que· ¡ ¢@ B @ B @ B 2dB = + [a (b ¡ r ) ¡ r ¾ ¸ ] + º ¡ r ¡ (r ¡ 1) b ¡ ¯ bt t r B t t t t
@ t @ r @ bt tµ ¶¸

2 2 2@ B @ B @ B2 2 2 21 (10:21)+ r ¾ + b ¯ + 2½ r ¾ b ¯ dtt tt t22 2@ b @ b @ r @ btt

@ B @ B
+ r ¾ dW + b ¯ dV :t t t t
@ r @ bt

Si la tendencia de (10.21) se iguala a r B , entoncest

¡ ¢@ B @ B @ B 2 2+ [a (b ¡ r ) ¡ r ¾ ¸ ] + ¯ b ¡ (r ¡ 1)bt t t r t t t@ t @ r @ bt tµ ¶ (10:22)2 2 2@ B @ B @ B2 2 2 21+ r ¾ + b ¯ + 2½ r ¾ b ¯ + º ¡ (1 + B ) r = 0;t t B tt t22 2@ b @ b @ r @ btt

y as¶³ (10.21) se transforma en

@ B @ B
dB ¡ r B = r ¾ dW + b ¯ dV :t t t t t

@ r @ bt

Note que en la ecuaci¶on (10:22) no aparece el premio al riesgo ¸ . Falta, por supuesto, lab

estimaci¶on de el premio al riesgo ¸ , la cual puede ser una tarea complicada.r
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1 1 . E l m o d e lo d e B la ck , D e rm a n y T o y

El Modelo de Black, Derman y Toy (BDT) es un modelo ¶util en la valuaci¶on de productos
derivados sobre bonos cup¶on cero. La din¶amica de la tasa corta es modelada, en t¶erminos
de su logaritmo, a trav¶es de una ecuaci¶on diferencial estoc¶astica, que en el caso de media
y volatilidad constantes conduce a un modelo del tipo de Vasicek. Asimismo, en este
cap¶³tulo, se presenta un algoritmo, desarrollado por BDT, para determinar la din¶amica
de la tasa corta y los precios de bonos cup¶on cero a distintos vencimientos. El algoritmo
requiere como informaci¶on inicial una curva de rendimiento y \una estructura de plazos de
la volatilidad" . Por ¶ultimo, a manera de ilustraci¶on, se desarrolla una aplicaci¶on detallada
del algoritmo de BDT.

1 1 .1 D in ¶a m ic a d e la ta sa c o rta c o n u n so lo fa c to r

En esta secci¶on se presenta el modelo de BDT con un solo factor. En el modelo, la tasa
corta se distribuye como un proceso lognormal, lo que evita que las tasas de inter¶es se
tornen negativas. Sin embargo, es importante destacar, que el modelo mantiene a¶un una
desventaja, a saber, que para ciertas especi¯caciones de la funci¶on de la volatilidad, la tasa
corta puede no presentar reversi¶on a la media. Adem¶as, debido a que la tasa corta sigue
un comportamiento lognormal, no es posible, en general, contar con una soluci¶on anal¶³tica
del precio del bono para un vencimiento dado. En este sentido, Black, Derman y Toy han
propuesto un algoritmo de valuaci¶on que se presenta, en detalle, en el transcurso de este
cap¶³tulo.

El modelo de BDT supone que la din¶amica de la tasa corta es guiada por la siguiente
ecuaci¶on:

¾ Wt tr = ¹ e ; (11:1)t t

donde ¹ es la media de la tasa corta al tiempo t, ¾ es la volatilidad de la tasa corta alt t

tiempo t y W es un movimiento Browniano est¶andar, es decir, W » N (0;t) . La ecuaci¶ont t

(11 .1) puede reescribirse como
ln ¹ + ¾ W :t t tr = e (11:2)t

Otra forma alternativa de escribir la expresi¶on anterior est¶a dada por

ln r = ln ¹ + ¾ W ; (11:3)t t t t

a partir de lo cual, se obtiene que

ln r ¡ ln ¹t t
W = : (11:4)t

¾ t

Es decir, la diferencia logar¶³tmica de r con su media, por unidad de volatilidad, se dis-t

tribuye normalmente con media cero y varianza t.
Una simple aplicaci¶on del lema de Itô al logaritmo de la tasa corta conduce aµ ¶

2@ ln r 1 @ ln r @ ln rt t t
d ln r = + dt + dW : (11:5)t t2@ t 2 @ W @ W tt

Observe tambi¶en que
@ ln r @ ln ¹ @ ¾t t t

= + W ; (11:6)t
@ t @ t @ t
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@ ln r t
= ¾ (11:7)t

@ W t

y
2@ ln r t

= 0: (11:8)2@ W t

Si se sustituyen las derivadas parciales (11.6) , (11 .7) y (11 .8) en (11 .5) , se obtiene que· µ ¶ ¸
@ ln ¹ ln r ¡ ln ¹ @ ¾t t t t

d ln r = + dt + ¾ dW : (11:9)t t t
@ t ¾ @ tt

Por otro lado, es f¶acil veri¯car que

1 @ ¾ @ ln ¾t t
= : (11:10)

¾ @ t @ tt

Por lo tanto, despu¶es de sustituir la ecuaci¶on (11:10) en (11:9) , se sigue que· ¸
@ ln ¹ @ ln ¾t t

d ln r = ¡ (ln ¹ ¡ ln r ) dt + ¾ dW : (11:11)t t t t t
@ t @ t

En conclusi¶on, la ecuaci¶on diferencial estoc¶astica (11 .11) representa la din¶amica del loga-
ritmo de la tasa corta en el modelo de DBT. Es conveniente introducir la siguiente notaci¶on

@ ln ¾ t
a = ¡ ;t

@ t

b = ln ¹ ;t t

@ ln ¹ t
° =t

@ t

y
X = ln r : (11:12)t t

Si se sustituyen todas estas de¯niciones en (11:11) , se tiene que

dX = [° + a (b ¡ X ) ] dt + ¾ dW : (11:13)t t t t t t t

Observe, en particular, que si ¾ y ¹ son constantes, entonces a = 0 = ® . De esta manera,t t

la ecuaci¶on (11:13) no presenta reversi¶on a la media. En este caso, la ecuaci¶on (11:11) se
transforma en

d ln r = ¾ dW ; (11:14)t t t

equivalentemente,
ln r = ln r + ¾ (W ¡ W );t 0 t t 0

¶o
¾ Wt tr = r e : (11:15)t 0
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Por otro lado, si se supone que la volatilidad decae a una tasa positiva, entonces se pro-
ducir¶a el efecto de reversi¶on de X a b . Por ejemplo, se puede suponer que la volatilidadt t

decae como
¡ a t¾ = ¾ e ;t 0

donde a > 0. De esta manera,
@ ln ¾ t¡ = a :
@ t

Por lo tanto,
dX = [° + a (b ¡ X ) ] dt + ¾ dW : (11:16)t t t t t t

Si adem¶as se supone que el logaritmo de la media de la tasa corta es constante, es decir
bln ¹ = b , o bien ¹ = e , entoncest t

@ ln ¹ t
® = = 0:t

@ t

Por lo que la ecuaci¶on (11:16) se transforma en:

dX = a (b ¡ X ) dt + ¾ dW : (11:17)t t t t

Esta ecuaci¶on es, claramente, del tipo de Vasicek. A partir de (11 .17) es posible estimar,
a trav¶es de regresi¶on lineal simple, los par¶ametros a y b . Si los estimadores de estosbpar¶ametros se denotan mediante ba y b , respectivamente, entonces

¡ ba t¾ = ¾ et 0

y bb¹ = e :t

Por lo tanto, p¡ â tbb+ ¾ e tE0r = e ; (11:18)t

donde E » N (0;1) .

1 1 .2 E l a lg o ritm o d e B D T p a ra c a lc u la r e l p re c io d e u n b o n o c u p ¶o n
c e ro y la ta sa c o rta

A continuaci¶on se presenta el algoritmo de BDT para calcular el precio de un bono cup¶on
cero a diferentes plazos y la tasa corta a trav¶es de ¶arboles binomiales con base en las
estructuras de plazos de la tasa de inter¶es y de la volatilidad. Para ello, se supone que la
tasa corta sigue una distribuci¶on lognormal, en particular, la tasa corta sigue una ecuaci¶on
del la forma (11:1) . Con el prop¶osito de ilustrar el funcionamiento del algoritmo, se supone
solamente un horizonte de valuaci¶on de 4 a~nos. As¶³, para iniciar el algoritmo, se requiere
de la informaci¶on que aparece en la tabla 11.1 .
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Estructuras de plazo iniciales

No. de a~nos para Rendimiento Volatilidad
Madurar R (0;T ) ¾ (0;T )

1 R (0;1) ¾ (0;1)
2 R (0;2) ¾ (0;2)
3 R (0;3) ¾ (0;3)
4 R (0;4) ¾ (0;4)

Tabla 11 .1 Informaci¶on inicial

En el algoritmo de BDT, se supone que al ¯nal del ¶ultimo periodo el bono cup¶on cero
siempre paga una unidad monetaria, independientemente de la trayectoria tomada en el
¶arbol. De esta manera, el precio del bono se calcula yendo hacia atr¶as, es decir, se trae
a valor presente el valor esperado del precio del bono con la tasa de inter¶es correspon-
diente. La tasa corta es la tasa de inter¶es anual y ¶esta se calcula yendo hacia adelante. A
continuaci¶on se ilustra este procedimiento en detalle.

1 1 .2 .1 P a so 1 d e l a lg o ritm o d e B D T

En este primer paso, identi¯cado con el super¶³ndice \(1) " , se determina el precio de un
bono cup¶on cero hoy, n = 0, y que vence en un a~no ,T = 1. El precio spot del bono, hoy, es

(1 )
denotado por B . Los dos posibles precios del bono en n = T = 1, se denotan mediante0
(1 ) (1 )

B y B . El ¶arbol binomial inicial se muestra en la ¯gura 11.1 .u d

(1 )B u

% p

(1 )
B 0

& 1 ¡ p
(1 )

B d
¶Figura 11 .1 Arbol binomial inicial.

Si se supone que el bono siempre paga una unidad monetaria en el vencimiento, entonces
(1 ) (1 ) (1 )e ees posible calcular B . En efecto, sean B = 1 y B = 1, con probabilidades p yu0 d

1 ¡ p , respectivamente. De ahora en adelante, todas las literales que tengan una tilde
ser¶an consideradas como cantidades conocidas. Claramente, el precio esperado dentro de
un a~no, en T = 1, es

(1 ) (1 )(1 ) (1 )e eE[ B j I ] = p B + (1 ¡ p )B = 1; (11:19)u0 d

(1 )donde I es la informaci¶on disponible en T = 1. Este valor esperado tra¶³do a valor
presente, proporciona el precio spot del bono hoy, n = 0, es decir,

(1 ) (1 )E[ B j I ] 1(1 )eB = = ; (11:20)0 1 + R (0;1) 1 + R (0;1)
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(1 )edonde R (0;1) es la tasa del bono que madura al a~no. As¶³, B = B (0;1) tiene ahora un0
valor conocido. El ¶arbol binomial para el precio de un bono cup¶on cero que al ¯nal del
periodo paga una unidad monetaria, se muestra en la ¯gura 11.2.

(1 )eB = 1u

% p

(1 )eB 0
& 1 ¡ p

(1 )eB = 1d

Figura 11 .2 Precio spot de un bono cup¶on cero que vence en un a~no.

1 1 .2 .2 P a so 2 d e l a lg o ritm o d e B D T

A continuaci¶on se determina el precio, hoy, de un bono cup¶on cero con madurez a dos
(2 )

a~nos, T = 2, B , a partir de precios futuros. Para relacionar los precios futuros con los0
precios de hoy se utiliza un ¶arbol binomial de dos per¶³odos. En la ¯gura 11 .3, se muestra
el ¶arbol binomial de precios del bono cup¶on cero. En este caso, hay dos per¶³odos: de n = 0
a n = 1, y de n = 1 a n = 2, as¶³ como una fecha de vencimiento T = 2.

(2 )eB = 1u u

% p

(2 )B u

% p & 1 ¡ p
(2 ) (2 ) (2 )e eB B = B = 10 u d d u

& 1 ¡ p % p

(2 )
B d

& 1 ¡ p
(2 )eB = 1d d

¶Figura 11.3 Arbol binomial de dos per¶³odos del precio de un bono cup¶on cero.

Observe que en la ¯gura 11 .3, no se conocen los precios del bono para n = 0 y n = 1, es
(2 ) (2 ) (2 )

decir, no se conocen B , B y B , los cuales se tienen que determinar a trav¶es delu0 d
algoritmo. A partir de la estructura de plazos de la tasa de inter¶es, tabla 11.1 , se calcula

(2 )
el precio de un bono cup¶on cero, hoy, con madurez a dos a~nos, B . De esta manera, y0
como era de esperarse,

(2 ) (2 ) (2 )(2 ) 2 (2 ) 2e e eE[ B j I ] = p B + 2p (1 ¡ p ) B + (1 ¡ p ) B = 1: (11:21)u u0 u d d d
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As¶³,
(2 ) (2 )E[ B j I ](2 ) 0eB =0 1 + R (0;2)

(11:22)
1

=
2(1 + R (0;2) )

2epor lo que B ´ B (0;2) tiene ahora un valor conocido. A continuaci¶on se calcula el precio0
del bono dentro de un a~no cuando tiene madurez de dos a~nos. Para ello, se necesita
determinar la tasa corta dentro de un a~no. En la ¯gura 11 .4 se muestra el ¶arbol binomial
de los precios de un bono cup¶on cero que vence en T = 2.

(2 )eB = 1u u

% p

(2 )B u

% p & 1 ¡ p
(2 ) (2 ) (2 )e e eB B = B = 10 u d d u

& 1 ¡ p % p

(2 )
B d

& 1 ¡ p
(2 )eB = 1d d

¶Figura 11.4 Arbol binomial de dos per¶³odos.

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )e e e eNote que el precio del bono B , B , B y B son todos ellos conocidos. Observeu u0 u d d d
(2 ) (2 )

tambi¶en que para calcular B y B se requiren los valores de la tasa carta r y r . Elu u dd
¶arbol binomial para la tasa corta se presenta en la ¯gura 11 .5.

r u

% p

R (0;1)

& 1 ¡ p

r d

¶Figura 11 .5 Arbol binomial de un periodo para la tasa corta.

A continuaci¶on se procede como en la ecuaci¶on (11 .19) a ¯n de determinar el precio espe-
rado del bono en un a~no, esto es

(2 ) (2 )(1 ) (2 )E[B j I ] = B p + B (1 ¡ p ) : (11:23)u0 d
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El valor esperado del precio del bono dentro de un a~no, cuando tiene vencimiento en dos
a~nos, tra¶³do a valor presente, es decir el precio spot del bono, satisface

(2 ) (2 )
B p + B (1 ¡ p )u(2 ) deB = ; (11:24)0 1 + R (0;1)

(2 )edonde R (0;1) es el rendimiento de un bono que madura en un a~no y B , el cual fue0
(2 ) (2 )

calculado en la ecuaci¶on (11:22) del paso 1. Observe que B y B son cantidadesu d
desconocidas, para calcularlas se procede como sigue. En un ¶arbol binomial est¶andar se
tiene que p

¾ (0 ;T ) T = nr = e (11:25)u

y p
¡ ¾ (0 ;T ) T = nr = e ; (11:26)d

donde n representa el n¶umero de per¶³odos en el ¶arbol binomial y T la fecha de madurez
del bono. Despu¶es de tomar el cociente entre r y r , se tiene queu drµ ¶

r Tu
ln = 2¾ (0;T ) : (11:27)

r nd

Si se despeja ¾ (0;T ) de la ecuaci¶on anterior, se obtieneµ ¶
1 r up¾ (0;T ) = ln ; (11:28)

r2 T = n d

as¶³, p
¾ (0 ;T )(2 T = n )r = r e : (11:29)u d

Observe, en particular, que si T = n = 2, se obtieneµ ¶
1 r u

¾ (0;2) = ln ; (11:30)
2 r d

o bien
2 ¾ (0 ;2 )r = r e : (11:31)u d

(2 )
Por otro lado, observe que el precio de un bono cup¶on cero B dentro de un a~no queu

paga una unidad monetaria dentro de dos a~nos, tra¶³do a valor presente a una tasa corta,
r , est¶a dado poru

1(2 )B = : (11:32)u 1 + r u

(2 )
An¶alogamente, para B ,d

1(2 )
B = : (11:33)d 1 + r d
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Si se sustituyen (11:32) y (11:33) en la ecuaci¶on (11:25) , se tiene que

B p + B (1 ¡ p )u d(2 )eB =0 1 + R (0;1)
(11:34)¡ 1 ¡ 1(1 + r ) p + (1 + r ) (1 ¡ p )u d

= :
1 + R (0;1)

Si ahora se susutituye (11:29) en la ecuaci¶on (11:34) , se sigue que

2 ¾ ¡ 1 ¡ 11(1 + r e ) p + (1 + r ) (1 ¡ p )d d(2 )eB = : (11:35)0 R (0;1)

(2 )eRecuerde que R (0;1) ;B y ¾ (0;1) son valores conocidos. Por lo que la ecuaci¶on (11:35)0
se puede reescribir como una ecuaci¶on homog¶enea cuadr¶atica,

2r + br + c = 0 (11:36)dd

donde b y c son cantidades conocidas. Esta ecuaci¶on, para un valor ¯jo de p , proporciona,
una soluci¶on de r , denotada por er . Al sustituir este valor en la ecuaci¶on (11:31) , se tiened d

que
2 ¾ (0 ;1 )er = er e (11:37)u d

es tambi¶en una cantidad conocida. Con los valores de er y er calculados en (11 .36) yu d
(2 ) (2 )

(11 .37) , respectivamente, se calcula los precios B y B de (11:32) y (11:33) , medianteu d

1 1(2 ) (2 )e eB = y B = : (11:38)ud 1 + er 1 + erd u

El ¶arbol binomial de dos per¶³odos de los precios de los bonos cup¶on cero, completamente
determinados, se muestra en la ¯gura 11 .6.

(2 )eB = 1u u

% p

(2 )eB u
% p & 1 ¡ p

(2 ) (2 ) (2 )e e eB B = B = 10 u d d u

& 1 ¡ p % p

(2 )eB d
& 1 ¡ p

(2 )eB = 1d d

¶Figura 11.6 Arbol binomial de dos per¶³odos del precio de un bono cup¶on cero.
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Observe ahora que ya se conocen los precios del bono para n = 0 y n = 1 con el supuesto
de que en T = 2 el bono vence pagando una unidad monetaria. Adem¶as, se han calculado
los valores de la tasa corta como se muestra en el ¶arbol binomial de la ¯gura 11.7.

er u
% p

R (0;1)

& 1 ¡ per d
¶Figura 11 .7 Arbol binomial de dos per¶³odos de la tasa corta.

1 1 .2 .3 P a so 3 d e l a lg o ritm o d e B D T

A continuaci¶on se construye el ¶arbol binomial en dos per¶³odos de la tasa corta. El ¶arbol
binomial de dos per¶³odos para la tasa corta se presenta en la ¯gura 11.8.

ru u

% per u
% p & 1 ¡ p

R (0;1) r = ru d d u

& 1 ¡ p % per d
& 1 ¡ p

rd d

¶Figura 11 .8 Arbol binomial de dos per¶³odos para la tasa corta.

Observe que ahora hay tres tasas cortas desconocidas r ; r y r , y s¶olo se cuenta conu u u d d d

dos fuentes de informaci¶on: la tabla 11 .1 y las tasas er ; er . Para resolver este problema,u d

se consideran los supuestos b¶asicos del modelo de BDT, en cuyo casoµ ¶ µ ¶
1 r 1 ru u u dq q¾ (0;2) = ln = ln (11:39)

r r2 2u d d d2 22 2

lo cual implica µ ¶ µ ¶
r ru u u d

ln = ln : (11:40)
r ru d d d

En consecuencia,
2ru dr = : (11:41)d d
r u u
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El ¶arbol binomial de tres per¶³odos del precio de un bono cup¶on cero se muestra en la ¯gura
(3 ) (3 ) (3 ) (3 )

11.9. Se puede observar que no se conocen los precios de los bonos B ;B ;B ;B ,u u u0 d
(3 ) (3 )

B y B .u d d d

(3 )eB = 1u u u

%
(3 )B u u

% &
(3 )(3 ) eB B = 1u u u d

% & %
(3 ) (3 )

B B0 u d

& % &
(3 ) (3 )eB B = 1d u d d

& %
(3 )

B d d

&
(3 )eB = 1d d d

¶Figura 11.9 Arbol binomial de tres per¶³odos del precio de un bono cup¶on cero .

Al igual que en el caso del ¶arbol binomial de un solo periodo, se determina el precio del
bono cup¶on cero al inicio del ¶arbol binomial. En este caso, el bono paga una unidad
monetaria al ¯nal del tercer a~no. El precio del bono en el presente se calcula trayendo a
valor presente dicha unidad monetaria, esto es,

(3 ) (3 )E[ B j I ](3 ) 0B =0 3(1 + R (0;3) )
(11:42)

1
= :

3(1 + R (0;3) )

(3 )eDe esta manera B es ahora una cantidad conocida. Por otro lado, observe que los precios0
(3 ) (3 ) (3 )

de los bonos cup¶on cero B ; B y B dentro de dos a~nos, n = 2, y que pagan unau u u d d d
unidad monetaria dentro de tres a~nos, T = 3, tra¶³dos a valor presente al segundo a~no,
n = 2, a las tasas r ;r y r , respectivamente, est¶an dados poru u u d d d

1 1 1(3 ) (3 )(3 )B = ; B = y B = : (11:43)u u u d d d1 + r 1 + r 1 + ru u u d d d

Asimismo, el precio del bono en el primer a~no en t¶erminos del precio del bono del segundo
a~no y tra¶³do a valor presente en el primer a~no con la tasa corta calculada en el paso 2, es
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igual a:
(3 ) (3 )

p B + (1 ¡ p )Bu u(3 ) u dB = (11:44)u 1 + er u
y

(3 ) (3 )
(1 ¡ p ) B + p B(3 ) d d u dB = : (11:45)d 1 + er d

Adem¶as, el valor esperado del precio del bono en el primer a~no, n = 1, tra¶³do a valor
presente debe ser igual a el precio spot (hoy) del bono cup¶on cero, es decir,

(3 ) (3 )
p B + (1 ¡ p ) Bu(3 ) deB = : (11:46)0 1 + R (0;1)

Si al bono le restan dos a~nos para madurar, sus posibles rendimiento, en cada estado de
la naturaleza, º y º deben satisfacer las siguientes relaciones:u d

1(3 )B = ; (11:47)u 2(1 + º )u

y
1(3 )

B = : (11:48)d 2(1 + º )d

Si se despeja el rendimiento en las ecuaciones (11 .47) y (11:48) , esto es,s
1

º = ¡ 1 (11:49)u (3 )
B u

y s
1

º = ¡ 1; (11:50)d (3 )
B d

entonces al utilizar la ecuaci¶on (11:28) , se tiene que la aplicaci¶on de ¾ (0;3) para n = 3 =
T = 3, satisface µ ¶

1 º u
¾ (0;3) = ln :

2 º d

As¶³, µ ¶
1 º u
ln = ¾ (0;2) : (11:51)

2 º d

Por lo tanto,
2 ¾ (0 ;2 )º = º e : (11:52)u d

Si se sustituye la ecuaci¶on (11:50) en (11:52) , se obtieneÃ !s
1 2 ¾ (0 ;2 )º = ¡ 1 e : (11:53)u (3 )
B d
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(3 ) (3 )
Ahora es posible expresar B en t¶erminos de B al sustituir la ecuaci¶on (11:53) en lau d
ecuaci¶on (11:47) , es decir,

1(3 )B =u 2(1 + º )u
1 (11:54)

= :· µ ¶ 2̧³ ¡́ 1 = 2
(3 ) 2 ¾ (0 ;2 )1 ¡ 1 ¡ B ed

Por otra parte, si se sustituyen (11 .47) , (11 .48) y (11:52) en la ecuaci¶on (11:46) , se sigue
que

(3 ) (3 )
p B + (1 ¡ p )Bu(3 ) deB =0 1 + R (0;1)

¡ 2 ¡ 2p (1 + º ) + (1 ¡ p ) (1 + º )u d
= (11:55)

1 + R (0;1)¡ ¢¡ 22 ¾ (0 ;2 ) ¡ 2p 1 + º e + (1 ¡ p ) (1 + º )d d
= :

1 + R (0;1)

Se observa en la ecuaci¶on anterior que si se ¯ja el valor de p todo es conocido, excepto º .d
La ecuaci¶on (11:55) se puede expresar como un polinomio de cuarto grado en º igualadod

a cero, es decir,
4 3 2º + a º + b º + c º + d = 0; (11:56)1 1 1 d 1d d d

donde a ; b , c y d son cantidades conocidas. Al resolver esta ecuaci¶on se obtiene un1 1 1 1

valor eº , el cual se sustituye, a su vez, en (11.52) , obteni¶endo con esto qued

2 ¾ (0 ;2 )eº = eº e : (11:57)u d

Una vez que se tienen los valores eº y eº , ¶estos se sustituyen en la ecuaciones (11:47) yu d

(11:48) , respectivamente, de tal manera que:

1(3 )eB = (11:58)u 2(1 + eº )u
y

1(3 )eB = : (11:59)d 2(1 + eº )d
A continuaci¶on se determinan los valores de r , r y r . Para ello, se utilizan lasu u u d d d

ecuaciones (11:44) y (11:45) expresadas como

(3 )(3 ) (3 )e(1 + er ) B = p B + (1 ¡ p ) B (11:60)u u u u u d

y
(3 ) (3 )e(1 + er )B = p B + (1 ¡ p )B ; (11:61)d d dd u d
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(3 ) (3 ) (3 ) (3 )e edonde B y B son valores conocidos. Si se sustituyen las expresiones para B y Bu u ud d d
que aparecen en la ecuaci¶on (11:43) , las dos ecuaciones anteriores se pueden reescribir en
una sola ecuaci¶on que considera a

2 ¾ (0 ;2 ) ¡ 2 ¾ (0 ;2 )r = r e y r = r e : (11:62)u u u d d d u d

2Ad¶emas, a partir de (11:41) se tiene que r r = r : Al resolver la ecuaci¶on resultanteu u d d u d
en r , despu¶es de realizar todas las sustituciones planteadas, se obtiene un polinomio deu d

segundo grado en r igualado a cero:u d

2r + b r + c = 0;2 u d 2u d

donde b y c son cantidades conocidas. La soluci¶on de esta ecuaci¶on cuadr¶atica propor-2 2

ciona un valor er . Posteriormente, se sustituye este valor de er en (11 .62) , de tal manerau d u d

que
2 ¾ (0 ;2 )er = er e (11:63)u u u d

y
¡ 2 ¾ (0 ;2 )er = er e : (11:64)d d u d

Los valores obtenidos de la tasa corta, er ;er y er , se sustituyen en las ecuaciones queu u u d d d

aparecen en (11:43) , esto es,
1(3 )eB = ; (11:65)u u 1 + er u u
1(3 )eB = (11:66)u d 1 + er u d

y
1(3 )eB = (11:67)d d 1 + er d d

(3 ) (3 ) (3 )e e ePor lo tanto, ya se conocen los valores B ;B y B . Los ¶arboles binomiales de la tasau u u d d d
corta para dos per¶³odos y del precio del bono cup¶on cero para tres periodos se muestran,
respectivamente, en las ¯guras 11 .10 y 11.11 .

eru u
% per u

% p & 1 ¡ p

R (0;1) r = ru d d u

& 1 ¡ p % per d
& 1 ¡ perd d

¶Figura 11.10 Arbol binomial de dos per¶³odos de la tasa corta.

82



(3 )eB = 1u u u

%
(3 )eB u u

% &
(3 )(3 )e eB B = 1u u u d

% & %
(3 ) (3 )e eB B0 u d

& % &
(3 ) (3 )e eB B = 1d u d d

& %
(3 )eB d d
&

(3 )eB = 1d d d

¶Figura 11.11 Arbol binomial de tres per¶³odos del precio un bono cup¶on cero.

1 1 .2 .4 P a so 4 d e l a lg o ritm o d e B D T

A continuaci¶on se construyen los ¶arboles binomiales de la tasa corta para tres per¶³odos y
del precio del bono cup¶on cero para cuatro per¶³odos a ¯n de establecer un procedimiento
para determinar las cantidades relevantes.

(4 )r u u u

%
(4 )er u u

% &
(4 )(4 )er ru u u d

% & %
(4 )

R (0;1) er u d
& % &

(4 ) (4 )er rd u d d

& %
(4 )er d d

&
(4 )
r d d d

¶Figura 11.12 Arbol binomial de tres per¶³odos de la tasa corta.
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(4 )B = 1u u u u

%
(4 )B u u u

% &
(4 )(4 )B B = 1u u u u u d

% & %
(4 )(4 )B Bu u u d

% & % &
(4 ) (4 ) (4 )

B B B = 10 u d u u d d

& % & %
(4 ) (4 )

B Bd u d d

& % &
(4 ) (4 )

B B = 1d d u d d d

& %
(4 )

B d d d

&
(4 )

B = 1d d d d

¶Figura 11 .13 Arbol binomial de cuatro per¶³odos del precio de un bono cup¶on cero.

Las ecuaciones que se utilizan para resolver estos ¶arboles binomiales de tasas y precios son:

4(p + (1 ¡ p ) ) 1(4 )
B = = ; (11:68)0 4 4(1 + R (0;4) (1 + R (0;4) )

1 1 1 1(4 ) (4 ) (4 )(4 )B = ; B = ; B = y B = :u u u u u d u d d d d d1 + r 1 + r 1 + r 1 + ru u u u u d u d d d d d
(11:69)

Asimismo, el precio del bono en el segundo a~no en t¶erminos del precio del bono del tercer
a~no y tra¶³do a valor presente en el segundo a~no con la tasa corta calculada en el paso 3,
para cada estado de la naturaleza, es

p B + (1 ¡ p )Bu u u u u d(4 )B = ; (11:70)u u 1 + er u u
p B + (1 ¡ p )Bu u d u d d(4 )

B = (11:71)u d 1 + er u d
y

p B + (1 ¡ p )Bu d d d d d(4 )
B = : (11:72)d d 1 + er d d
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Posteriormente, el precio del bono en el primer a~no en t¶erminos del precio del bono del
segundo a~no y tra¶³do a valor presente en el primer a~no con la tasa corta calculada en el
paso 2 satisface, en cada estado de la naturaleza,

p B + (1 ¡ p )Bu u u d(4 )B = (11:73)u 1 + er u
y

(1 ¡ p )B + p Bd d u d(4 )
B = : (11:74)d 1 + er d

Adem¶as, el valor esperado del precio del bono en el primer a~no y tra¶³do a valor presente
debe ser igual a el precio spot (hoy) del bono cup¶on cero, es decir,

p B + (1 ¡ p )Bu d(4 )eB = : (11:75)0 1 + R (0;1)

Si a los bonos les restan dos a~nos para madurar, entonces sus precios en t¶erminos de sus
correspondientes rendimientos tienen que satisfacer las siguientes relaciones:

1(4 )B = ; (11:76)u u 2(1 + º )u u

1(4 )
B = ; (11:77)u d 2(1 + º )u d

1(4 )
B = ; (11:78)d d 2(1 + º )d d

1(4 )B = (11:79)u 3(1 + y )u

y
1(4 )

B = ; (11:80)d 3(1 + y )d

donde y y y son los rendimientos entre el primer y cuarto per¶³odos. Al resolver las1 1

ecuaciones de (11:73) a la (11:75) de manera recursiva se obtienen los valores de la tasa
corta para el tercer periodo y los precios del bono cup¶on cero para el cuarto periodo. Por
lo que se tienen los ¶arboles binomiales, resueltos completamente, en las ¯guras 11.14 y
11.15.
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(4 )er u u u
%

(4 )er u u
% &

(4 )(4 )er eru u u d

% & %
(4 )

R (0;1) er u d
& % &

(4 ) (4 )er erd u d d

& %
(4 )er d d

&
(4 )er d d d

¶Figura 11.14 Arbol binomial de tres per¶³odos de la tasa corta.
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(4 )eB = 1u u u u

%
(4 )eB u u u

% &
(4 )(4 )e eB B = 1u u u u u d

% & %
(4 )(4 )e eB Bu u u d

% & % &
(4 ) (4 ) (4 )e e eB B B = 10 u d u u d d

& % & %
(4 ) (4 )e eB Bd u d d

& % &
(4 ) (4 )e eB B = 1d d u d d d

& %
(4 )eB d d d
&

(4 )eB = 1d d d d

¶Figura 11 .15 Arbol binomial de cuatro per¶³odos del precio de un bono cup¶on cero.
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1 1 .5 . A p lic a c i¶o n d e l m o d e lo d e B la ck , D e rm a n y T o y

Considere la siguiente informaci¶on inicial que requiere el algoritmo de BDT.

Estructuras de plazos

No. de a~nos para Curva de rendimiento Volatilidad
Madurar R (0;T ) ¾ (0;T )

1 0.09 0.24
2 0.095 0.22
3 0.10 0.20
4 0.105 0.19

Tabla 11 .2 Informaci¶on inicial.

1 1 .5 .1 P a so 1
(1 ) (1 )e eSuponga que B = 1 y B = 1, y considere el ¶arbol binomial de la ¯gura 11 .16.u d

(1 )eB = 1u

% p

(1 )
B 0

& 1 ¡ p
(1 )eB = 1d

¶Figura 11 .16 Arbol binomial en un periodo.

Si R (0;1) = 0:09, entonces se tiene que

1(1 )eB =0 1 + R (0;1)

1 (11:81)
=
1 + 0:09

= 0:9174:

El ¶arbol binomial resultante para el precio de un bono cup¶on cero que al ¯nal del periodo
paga una unidad monetaria se muestra en la ¯gura 11 .17.
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(1 )eB = 1u

% p

(1 )eB = 0:91740

& 1 ¡ p
(1 )eB = 1d

Figura 11 .17 Precio spot de un bono cupon cero en un periodo.

1 1 .5 .2 P a so 2

A continuaci¶on se calcula el ¶arbol binomial de dos per¶³odos para el precio de un bono
cup¶on cero.

(2 )eB = 1u u

% p

(2 )B u

% p & 1 ¡ p
(2 ) (2 ) (2 )e eB B = B = 10 u d d u

& 1 ¡ p % p

(2 )
B d

& 1 ¡ p
(2 )eB = 1d d

¶Figura 11 .18 Arbol binomial de dos per¶³odos.

Observe ahora que en este caso

1(2 )eB =0 2(1 + R (0;2) )

1 (11:82)=
2(1 + 0:095)

= 0:8340:

En la ¯gura 11.19 se muestra el ¶arbol binomial de dos per¶³odos del precio de un bono
cup¶on cero.

89



(2 )eB = 1u u

% p

(2 )B u

% p & 1 ¡ p
(2 ) (2 ) (2 )e e eB = 0:8340 B = B = 10 u d d u

& 1 ¡ p % p

(2 )
B d

& 1 ¡ p
(2 )eB = 1d d

¶Figura 11 .19 Arbol binomial de dos per¶³odos.

El ¶arbol binomial que se desea calcular para la tasa corta se muestra en la ¯gura 11 .20.

ru

% p

R (0;1) = 0:09

& 1 ¡ p

rd

¶Figura 11 .20 Arbol binomial de un per¶³odo para la tasa corta.

(2 )eSi R (0;1) = 0:09 y el precio spot del bono es B = 0:8340, entonces (11.24) implica0

(2 ) (2 )
B p + B (1 ¡ p )u d0:8340 = : (11:83)

1 + 0:09

Asimismo, por (11 .30) µ ¶
1 ru
ln = 0:22 = ¾ (0;2) : (11:84)

2 r d

Si se despeja r de la ecuaci¶on (11:84) , se tiene queu

0 :2 2 (2 )r = r e : (11:85)u d

Por otro lado,
1(2 )B = : (11:86)u 1 + r u

An¶alogamente para B ,d
1(2 )

B = : (11:87)d 1 + r d
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1Se considera p = por simplicidad, pero podr¶³a tomarse cualquier otro valor. As¶³, la2
sustituci¶on de (11 .86) y (11 .87) en (11 .83) conduce ah ³ ´ ³ í

1 1 1 1+2 21 + r 1 + r : (11:88)u d0:8340 =
1 + 0:09

Si se incorpora la ecuaci¶on (11:85) en (11:88) , se obtiene que· µ ¶ ¸³ ´
1 1 1 1+0 :2 2 (2 )2 2 1 + r d1 + r ed

0:8340 = : (11:89)
1 + 0:09

Esta ecuaci¶on puede reescribirse como:µ ¶
0 :2 2 (2 ) 0 :2 2 (2 )° e ¡ e + ° ¡ 1 ° ¡ 21 1 12r + r + = 0; (11:90)dd 0 :2 2 (2 ) 0 :2 2 (2 )° e ° e1 1

donde ° = (1 + 0:09)0:8340= 0:50. Equivalentemente,1

2r + 0:73978564r ¡ 0:06442773 = 0:dd

La soluci¶on positiva de esta ecuaci¶on de segundo grado es er = 0:0787. Si se sustituye ested

valor en (11 .85) , se sigue que
0 :2 2 (2 )er = er eu d

0 :2 2 (2 )= 0:0787e

= 0:1222:

Por ¶ultimo, los valores er y er se sustituyen en (11 .86) y (11 .87) , respectivamente, de talu d

manera que
1(2 )eB =d 1 + r d
1

=
1 + 0:0787

= 0:9270

y
1(2 )eB =u 1 + r u
1

=
1 + 0:1222

= 0:8911

Los ¶arboles binomiales, completamente determinados, para el precio de un bono cup¶on
cero, con vencimiento en T = 2, y la tasa corta se muestran, respectivamente, en las
¯guras 11.21 y 11.22.
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(2 )eB = 1u u

% p

(2 )eB = 0:8911u

% p & 1 ¡ p
(2 ) (2 ) (2 )e e eB = 0:8340 B = B = 10 u d d u

& 1 ¡ p % p

(2 )eB = 0:9270d

& 1 ¡ p
(2 )eB = 1d d

¶Figura 11.21 Arbol binomial de dos per¶³odos del precio de un bono cup¶on cero.

er = 0:1222u

% p

R (0;1) = 0:09

& 1 ¡ per = 0:0787d

¶Figura 11 .22 Arbol binomial de dos per¶³odos de la tasa corta.

1 1 .5 .3 P a so 3

En la ¯gura 11.23 se muestra el ¶arbol binomial que se desea calcular para las tasas en dos
per¶³odos.

r u u

% per = 0:1222u

% p & 1 ¡ p

R (0;1) = 0:09 r = ru d d u

& 1 ¡ p % per = 0:0787d

& 1 ¡ p

r d d
¶Figura 11.23 Arbol binomial en dos per¶³odos de la tasa corta.

En virtud de (11 .39) , se tiene que µ ¶ µ ¶
1 r 1 ru u u d

¾ (0;2) = ln = ln : (11:91)
2 r 2 ru d d d
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Por lo tanto,
2ru dr = : (11:92)d d
r u u

Considere ahora
1(3 )eB =0 3(1 + R (0;3) )

1 (11:93)=
3(1 + 0:10)

= 0:7513

Observe que

1 1 1(3 ) (3 )(3 )B = ; B = y B = : (11:94)u u u d d d1 + r 1 + r 1 + ru u u d d d

Asimismo, note que
(3 ) (3 )1 1B + Bu u u d(3 ) 2 2B = (11:95)u 1 + 0:1222

y
(3 ) (3 )1 1B + B(3 ) d d u d2 2B = : (11:96)d 1 + 0:0787

Adem¶as, de (11.93) se sigue que

(3 ) (3 )1 1B + Bu d2 20:7513 = ; (11:97)
1 + 0:09

donde
1(3 )B = (11:98)u 2(1 + º )u

y
1(3 )

B = : (11:99)d 2(1 + º )d

Si se despejan º y º , se obtiene queu d s
1

º = ¡ 1 (11:100)u (3 )
B u

y s
1

º = ¡ 1 (11:101)d (3 )
B d

Por otro lado, µ ¶
1 º u

¾ (0;3) = ln = 0:20; (11:102)
2 º d
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lo cual implica
0 :4 0º = º e : (11:103)u d

Si se sustituye (11:101) en (11:103) , se sigue que

0 :4 0º = º eu dÃ !s
(11:104)1 0 :4 0= ¡ 1 e :

(3 )
B d

(3 ) (3 )
Se ver¶a a continuaci¶on que (B ) se puede expresar en funci¶on de B . En efecto, alu d
sustituir (11:104) en la ecuaci¶on (11:98) , se tiene que

1(3 )B =u 2(1 + º )u
1 (11:105)= :· µ ¶ 2̧1³ ¡́ 2(3 ) 0 :4 01 + B ¡ 1 ed

Por otra parte, si se sustituyen (11:98) y (11:99) en la ecuaci¶on (11:97) , se tiene

(3 ) (3 )1 1B + Bu d2 20:7513 =
1 + 0:09 (11:106)

1 1¡ 2 ¡ 2(1 + º ) + (1 + º )u d2 2= :
1 + 0:09

Esta ecuaci¶on se puede expresar como

0:7513(1:09) 1 1
= + : (11:107)

2 20:50 (1 + º ) (1 + º )u d

Sea ° = 0:7513(1:09) = 0:50 = 1:64. La sustituci¶on de (11:103) , junto con el valor de ° , en2 2

(11:107) , conduce a
1 1

1:64 = + : (11:108)
0 :4 0 2 2(1 + º e ) (1 + º )d d

Note que la ecuaci¶on (11:108) se puede expresar como un polinomio de cuarto grado igua-
lado a cero, es decir

4 3 2º + 3:34º + 3:25º + 0:87º ¡ 0:10 = 0: (11:109)dd d d

La soluci¶on p os it iva e s eº = 0:08 5 .  L a  gr¶a¯ca 11 .1 muestra el polinomio (11.109)  en º .d d
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Gra¯ca  1  1  .  1 .  El  polinomio  en  º .d

El valor eº se sustituye ahora en la ecuaci¶on (11:103) , as¶³d

0 :4eº = eº eu d

0 :4 0 (11:110)= 0:085e

= 0:13:

Por otro lado, los valores eº y eº se sustituyen en (11:98) y (11:99) , respectivamente, deu d

tal forma que
1(3 )eB =u 2(1 + eº )u
1 (11:111)=

2(1 + 0:13)

= 0:7881

y
1(3 )eB =d 2(1 + eº )d
1 (11:112)=

2(1 + 0:084)

= 0:8498
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A continuaci¶on se determinan los valores de r , r y r . Para ello, se utilizan lasu u u d d d

ecuaciones (11:95) y (11:96) expresadas como

(3 )(3 ) (3 )e(1 + 0:1222)B = 0:5B + 0:5B (11:113)u u u u d

y
(3 ) (3 ) (3 )e(1 + 0:0787)B = 0:5B + 0:5B : (11:114)d d d u d

Al sustituir (11 .94) en las ecuaciones anteriores, se tiene

1 1(3 )e1:122B = 0:5 + 0:5u 1 + r 1 + ru u u d

y
1 1(3 )e1:0787B = 0:5 + 0:5 :d 1 + r 1 + rd d u d

Equivalentemente,
1 1 1:1222

+ = (0:7881)
1 + r 1 + r 0:50u u u d

1 1 1:0787 (11:115)+ = (0:8498)
1 + r 1 + r 0:50d d u d

:

Las dos ecuaciones anteriores se pueden reescribir en una sola ecuaci¶on considerando que
0 :4 0 ¡ 0 :4 0r = r e , r = r e yu u u d d d u d

2r r = r : (11:116)u u d d u d

Por lo tanto,
2r ¡ 10:55r + 1 = 0: (11:117)u du d

Al resolver esta ecuaci¶on se obtienen dos soluciones r = 10:4496 y r = 0:0957, v¶easeu d u d

gr¶a¯ca 11 .2. Se considera s¶olo al valor menor que uno, er = 0:0957. Por lo tanto,u d

0 :4er = er eu u u d

0 :3 6 4 8= 0:0957e

= 0:1428

y
¡ 0 :4er = er ed d u d

¡ 0 :3 6 4 8 (11:118)= 0:0957e

= 0:06414
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Gr¶a¯ca  11 .2  Polinomio  de  r .u d

Por ¶ultimo, los valores obtenidos de la tasa corta, er ; er y er , se sustituyen en lasu u u d d d

ecuaciones que aparecen en (11:94) , esto es,

1(3 )eB =u u 1 + er u u
1 (11:119)

=
1 + 0:1428

= 0:8751

100(3 )eB =u d 1 + er u d
100 (11:120)

=
1 + 0:0957

= 0:9127

100(3 )
B =d d 1 + er d d

100 (11:121)
=
1 + 0:0642

= 0:9327
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El ¶arbol binomial de dos per¶³odos para la tasa corta y el ¶arbol binomial de tres per¶³odos
para el precio del bono cup¶on cero que vence en T = 3 se muestran, respectivamente, en
las ¯guras 11 .26 y 11 .27.

r = 14:28%u u

% p

r = 12:22%u

% p & 1 ¡ p

R (0;1) = 9:0% r = r = 9:57%u d d u

& 1 ¡ p % p

r = 7:87%d

& 1 ¡ p

r = 0:0642d d

¶Figura 11 .26 Arbol binomial de dos per¶³odos para la tasa corta.

(3 )eB = 1u u u

%
(3 )eB = 0:8751u u

% &
(3 )(3 )e eB = 0:7881 B = 1u u u u d

% & %
(3 ) (3 )e eB = 0:7513 B = 0:9127u u0

& % &
(3 )(3 )e eB = 0:8498 B = 1u u u u d

& %
(3 )eB = 0:9397u u

&
(3 )eB = 1u u d

¶Figura 11 .27 Arbol binomial de tres per¶³odos para el precio de un bono cup¶on cero.
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1 2 . E l te o re m a d e G irsa n o v y v a lu a c i¶o n d e b o n o s c u p ¶o n c e ro

En esta secci¶on, se utiliza el teorema de Girsanov para valuar bonos cup¶on cero. El
precio del bono es expresado en t¶erminos de un numerario, la cuenta bancaria, a ¯n de
transformarlo en una martingala bajo una nueva medida probabilidad equivalente neutral
al riesgo. Posteriormente, con esta nueva medida de probabilidad se calcula el precio del
bono como el valor esperado del inverso del numerario condicional a la informaci¶on del
mercado con que se cuenta en el presente.

1 2 .1 D in ¶a m ic a d e la ta sa c o rta y e l te o re m a d e G irsa n o v

El teorema de Girsanov construye expl¶³citamente una medida de probabilidad equivalente,
de¯nida sobre el mismo espacio de probabilidad, que permite transformar un movimiento
Browniano con tendencia en uno sin tendencia.

Sea f W g un movimiento Browniano de¯nido sobre un espacio ¯jo de probabilidadt t¸ 0
equipado con su ¯ltraci¶on aumentada, (−;F ;f F g ;IP) . Se supone que la din¶amica det t¸ 0
la tasa corta es conducida por el proceso

dr = ¹ (r ;t)dt + ¾ (r ;t)dW : (12:1)t t t t

Se supone tambi¶en que el proceso f r g es adaptado a la ¯ltraci¶on f F g y ¹ (r ;t) yt t¸ 0 t t¸ 0 t

¾ (r ;t) son funciones conocidas. Ahora bien, si se de¯net

fW = ¸ t + W ; (12:2)t t t

donde la cantidad ¸ ´ ¸ (r ;t) es el premio al riesgo (de mercado) , o precio de mercadot t

del riesgo (de tasa de inter¶es) , entonces la ecuaci¶on (12.1) puede reescribirse como

fdr = [¹ (r ;t) ¡ ¸ (r ;t)¾ (r ;t) ] dt + ¾ (r ;t)dW ; (12:3)t t t t t t

Observe que el t¶ermino de tendencia del proceso representado en (12.3) se ha modi¯cado sin
que se altere la varianza. El teorema de Girsanov proporciona una medida de probabilidadZ

(¸ )eIP(A ) = ' dIP; A 2 F ; (12:4)T
A

donde ( )Z ZT T
(¸ ) 21' = exp ¡ ¸ dW ¡ ¸ ds : (12:5)s s sT 2

0 0

eLa probabilidad IP est¶a de¯nida en el espacio muestral original, − . Bajo esta nueva medidafde probabilidad, W es un movimiento Browniano. Se dice, en este caso, que la medida deteprobabilidad IP es neutral al riesgo.

1 2 .2 E c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e u n b o n o c u p ¶o n c e ro
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En lo que sigue se denotar¶a al precio de un bono cup¶on cero mediante B (t;T ) ¶o B (r ;t; T ) ,t

en esta ¶ultima se hace ¶enfasis, cuando sea necesario, en la dependencia de la tasa corta.fEl Lema de Itô, en t¶erminos de W , conduce atµ ¶
2@ B @ B @ B @ B21 fdB = + [¹ (r ;t) ¡ ¸ (r ;t)¾ (r ;t) ] + ¾ (r ;t) dt+ ¾ (r ;t)dW : (12:6)t t t t t t2 2@ t @ r @ r @ rt tt

Por otro lado, en ausencia de oportunidades de arbitraje, la ecuaci¶on diferencial que satis-
face cualquier bono est¶a dada por

2@ B @ B @ B21+ ¾ (r ;t) + [¹ (r ;t) ¡ ¸ (r ;t) ¾ (r ;t) ] ¡ r B = 0; (12:7)t t t t t22@ t @ r @ r tt

junto con la condici¶on ¯nal B (T ;T ) = 1: Claramente, (12.6) y (12.7) implican

@ B fdB = r B dt + ¾ (r ;t)dW ; (12:8)t t t
@ r t

¶o fdB = r B dt + B b¾ dW ; (12:9)t t t

donde µ ¶
@ B ¾ (r ;t)tb¾ = :t
@ r Bt

A partir de la aplicaci¶on del lema de Itô a ln B (t;T ) y (12.9) , se sigue que½ ¾Z Z Zt t t
21fB (t;T ) =B (0;T ) exp b¾ dW ¡ b¾ ds + r dss s ss2

0 0 0½ ¾Z Zt t
21f=B (0;T ) M exp b¾ dW ¡ b¾ ds :t s s s2

0 0
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1 2 .3 C a m b io d e n u m e ra rio

Considere un dep¶osito bancario de M unidades monerarias, al tiempo t, que paga unat

tasa de inter¶es constante y libre de riesgo. El rendimiento del dep¶osito durante el instante
dt est¶a representado por la siguiente ecuaci¶on diferencial ordinaria

dM = r M dt: (12:10)t t t

Por supuesto, r es estoc¶astica, pero dada la informaci¶on del mercado al tiempo t, F , set t

tiene que r es conocida y por lo tanto libre de riesgo. Si se hace un deposito inicial M = 1t 0

el retorno de la inversi¶on es ½ ¾Z t

M = exp r ds : (12:11)t s
o

La ecuaci¶on anterior es llamada cuenta el mercado de dinero o, simplemente, cuenta ban-
caria. En lo que sigue, por conveniencia, se utilizar¶a la notaci¶on B ´ B (t;r ; T ) , desta-t t

cando la dependencia en t. Se de¯ne ahora

B teB = : (12:12)t
M t

eNote que M = 1, lo cual implica B = B . La ecuaci¶on (12.12) expresa simplemente un0 0 0

cambio en la forma de medir una variable con respecto de una cantidad positiva en una
inversi¶on libre de riesgo. En este caso, en virtud de (12.8) , se cumple que

1e edB = ¡ r B dt + dBt t t t
M t µ ¶
1 @ B te f= ¡ r B dt + r B dt + ¾ (r ;t)dW (12:13)t t t t t t
M @ rt t

@ B t f= ¾ (r ;t)dWt t
@ rt

e eEn otras palabras, bajo IP, B es una martingala. Una forma alternativa de escribir (12.13)t

es e fdB = e¾ dW ; (12:14)t t t

donde µ ¶
@ B te¾ = ¾ (r ;t) = b¾ B :t t t t
@ r t

1 2 .4 V a lu a c i¶o n n e u tra l a l rie sg o

La ecuaci¶on (12.14) puede ser escrita en forma equivalente como:Z te e fB = B + e¾ dW : (12:15)t 0 s u
0
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e ePor lo tanto, B es una IP-martingala con respecto de la ¯ltraci¶on aumentada f F gt t t¸ 0
de¯nida en el espacio medible original (−;F ) . Por lo tanto, si T ¸ t,h i¯e e e¯E B F = B : (12:16)T t t

1 2 .5 L a re g la d e B a y e s y e sp e ra n z a c o n d ic io n a l b a jo la p ro b a b ilid a d
e q u iv a le n te n e u tra l a l rie sg oe eDe acuerdo con la secci¶on anterior, B es una martingala en (−;F ;f F g ;IP) . El teoremat t t¸ 0
de Girsanov proporciona una medida martingala equivalenteZ

(¸ )eIP(A ) = ' dIP; A 2 FT
A

(¸ )
donde ' se calcula a partir de un tiempo inicial t = 0, es decir,T ( )Z ZT T

(¸ ) 21' = exp ¡ ¸ dW ¡ ¸ ds :s s sT 2
t= 0 t= 0

Sin embargo, si se tiene informacion F , entonces el tiempo inicial no es cero sino t, ent

cuyo caso ( )Z ZT T
(¸ ) 21' = exp ¡ ¸ ds ¡ ¸ dss sT ¡ t 2

t t( )Z Z Z ZT t T t
2 21 1= exp ¡ ¸ ds + ¸ ds ¡ ¸ ds + ¸ dss s s s2 2

0 0 t 0

(¸ )
' T= :
(¸ )
' t

Por lo tanto, si A 2 F , entoncest

Z (¸ )
' TeIP(A ) = dIP; A 2 F ;t(¸ )

A ' t

En consecuencia " #
(¸ )h i h i¯ ¯ ¯' 1 (¸ )Te e e e¯ ¯ ¯E B F = E B F = E ' B F : (12:17)T t T t T tT(¸ ) (¸ )
' 't t
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La expresi¶on (12.18) proporciona una f¶ormula para calcular la esperanza condicional bajoeIP. Note adem¶as que si A 2 F , entoncestZ h i¯1 (¸ ) e ¯ eE ' B F dIPT tT(¸ )
A ' t" #h i¯1(¸ ) (¸ ) e ¯= E ' 1 E ' B FA T tt T(¸ )

' th h ii¯(¸ ) e ¯= E 1 E ' B FA T tTh h ii¯(¸ ) e ¯= E E 1 ' B FA T tTh i
(¸ ) e= E ' 1 BA TTh ie e= E 1 BA TZ e e= B dIP:T

A

Por ¶ultimo, se ver¶a que si 0 · s · t · T , entoncesh i¯e f f¯E W F = W : (12:19)t s s

De hecho, la veri¯caci¶on del resultado anterior es, fundamentalmente, la demostraci¶on del
(¸ ) (¸ )fteorema de Girsanov. Considere el producto Á = W ' , donde por brevedad ' ´t t t t

(¸ )' (¸ ;t;W ) , es una IP-martingala. Recuerde quet

fdW = ¸ dt + dWt t

y
(¸ ) (¸ )

d' = ¡ ¸ ' dW :tt t

Por lo tanto,

(¸ )fd(Á ) =d(W ' )t t t

(¸ ) (¸ ) (¸ )f f f=W d' + ' dW + (dW ) (d' )t t tt t t

(¸ ) (¸ ) (¸ ) (¸ )f= ¡ ¸ W ' dW + ' ¸ dt + ' dW ¡ ¸ ' dtt t tt t t t

(¸ ) f=' (1 ¡ ¸ W )dWt tt

(¸ ) 2=' (1 ¡ ¸ t ¡ ¸ W )dW :t tt

As¶³, Á es una martingala IP-martingala, es decir,t ¯£ ¤¯E Á F = Á : (12:20)t s s
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En virtud de la regla de Bayes, se sigue que" #
(¸ )h i¯ ¯' te f ¯ f ¯E W F =E W Ft s t s(¸ )
' s h i¯1 (¸ )f ¯= E ' W Ft st(¸ )

' t ¯£ ¤1 (12:21)¯= E Á Ft s(¸ )
' t
Á s

=
(¸ )
' tf=W :s

1 2 .6 E l te o re m a d e G irsa n o v y v a lu a c i¶o n n e u tra l a l rie sg o d e u n
b o n o c u p ¶o n c e ro

e eDe acuerdo a la secci¶on anterior B es una IP-martingala. En particular, por la regla det

Bayes se sigue que " #
(¸ )h i¯ ¯' Te e ¯ e ¯E B F = E B F : (12:22)T t T t(¸ )
' t

Recuerde ahora la f¶ormula de valuaci¶on: " #
(¸ ) ¯' Te e ¯B = E B F : (12:23)t T t(¸ )
' t

eDado que B = 1, se sigue queT ¯" ( ) #Z ¯T ¯(¸ )
B =E ' exp ¡ r ds F̄t s tT ¡ t ¯t ¯" ( ) # (12:24)Z Z Z ¯T T T ¯21=E exp ¡ ¸ dW ¡ ¸ ds ¡ r ds F :¯s s s ts2 ¯0 0 t

Observe que si el precio de un bono cup¶on cero se de¯ne mediante la hip¶otesis de expec-
tativas neutrales al riesgo, es decir, si ¯ ¯" ( ) # " #Z ¯ ¯T 1¯ ¯

B (t;T ) = E exp ¡ r ds F = M E F ; (12:25)¯ ¯s t t t¯ ¯M Tt

entonces el premio al riesgo satisface ¸ ´ 0.
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1 3 . E l m o d e lo d e H e a th , J a rro w y M o rto n

En esta secci¶on se extiende la metodolog¶³a Heath, Jarrow y Morton (HJM) para generar
curvas de rendimiento con base en precios observados de bonos cup¶on cero. Para estimar
la curva de rendimiento de un bono cup¶on cero con el modelo de Heath, Jarrow y Morton
se puede comenzar con una especi¯caci¶on ex¶ogena de la din¶amica estoc¶astica de la tasa
forward y, posteriormente, se determina end¶ogenamente la din¶amica estoc¶astica de un bono
cup¶on cero.

1 3 .1 E sp e c i¯ c a c i¶o n e x ¶o g e n a d e la ta sa fo rw a rd in sta n t¶a n e a

Considere un movimiento Browniano (W ) de¯nido sobre un espacio ¯jo de proba-t t2 [0 ;T ]
bilidad con su ¯ltraci¶on aumentada, (−;F ;(F ) ;IP) . Se supone que la din¶amica det t2 [0 ;T ]
la tasa forward, f (t;T ) , se especi¯ca ex¶ogenamente por la siguiente ecuaci¶on diferencial
estoc¶astica con un s¶olo factor de incertidumbre:

df (t;T ) = ® (t;T )dt + ¯ (t;T )dW ; (13:1)t

en donde las funciones ® y ¯ satisfacen, casi seguramente con respecto de IP, las siguientes
propiedades: ¯ ¯ ¯ ¯Z Z 2T Tk k¯ ¯ ¯ ¯@ @¯ ¯ ¯ ¯® (s;T ) ds < 1 y ¯ (s ;T ) ds < 1 ;¯ ¯ ¯ ¯k k@ T @ T0 0

0 0 0 0para k = 0;1 . En este caso, @ ® (s;T )= @ T ´ ® (s ;T ) y @ ¯ (s ;T ) = @ T ´ ¯ (s;T ) .
Asimismo, se supone que el precio de un bono cup¶on cero est¶a dado por( )Z T

B (t;T ) = exp ¡ f (t;s )ds (13:2)
t

en donde la integral en (13.2) permanece ¯nita y F es la informaci¶on relevante hasta elt

tiempo t. En este caso, se determina end¶ogenamente el proceso B (t;T ) que haga consis-
tentes los supuestos (13.1) y (13.2) .

1 3 .2 D in ¶a m ic a e sto c ¶a stic a d e la ta sa sp o t

A partir de (13.1) , se sigue que Z Zt t

f (t;T ) = f (0;T ) + ® (s ;T )ds + ¯ (s;T )dW : (13:3)s
0 0

Por lo tanto, la tasa corta, es decir, la tasa forward instant¶anea, satisfaceZ Zt t

r = f (t;t) = f (0;t) + ® (s ;t)ds + ¯ (s;t)dW : (13:4)t s
0 0
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De esta manera, Z t

E [r jF ] = f (0;t) + ® (s;t)dst t
0

y Z t
2V a r [r jF ] = ¯ (s ;t)ds :t t

0

En consecuencia, µ ¶ µ ¶Z Zt t@ f (0;t) @ @
dr = dt + ® (s ;t)ds dt + ¯ (s;t)dW dt: (13:5)t s

@ t @ t @ t0 0

A continuaci¶on se calculan las derivadas parciales de las integrales del lado derecho de la
ecuaci¶on (13:5) µ ¶ µ ¶Z Zt t@ @ ® (s;t)

® (s ;t)ds dt = ® (t;t) + ds dt
@ t @ t0 0

y µ ¶ µ ¶Z Zt t@ @ ¯ (s;t)
¯ (s ;t)dW dt = ¯ (t;t)dW + dW dt:s t s

@ t @ t0 0

De esta manera, (13.5) puede reexpresarse comoµ ¶Z Zt t@ f (0;t) @ ® (s ;t) @ ¯ (s ;t)
dr = + ® (t;t) + ds + dW dt + ¯ (t;t)dW : (13:6)t s t

@ t @ t @ t0 0

Esta ecuaci¶on determina el comportamiento de la tasa instant¶anea de inter¶es. A continua-
ci¶on, se encuentra la ecuaci¶on diferencial estoc¶astica que conduce la din¶amica del precio
del bono.

1 3 .3 D in ¶a m ic a e sto c ¶a stic a d e l p re c io d e l b o n o

Dada la especi¯caci¶on ex¶ogena de la din¶amica estoc¶astica de la tasa forward instant¶anea,
el ob jetivo de esta secci¶on es determinar end¶ogenamente el precio del bono B (t;T ) que
haga consistentes los supuestos (13.1) y (13.2) . SeaZ T

I (t;T ) = ¡ f (t;s )ds : (13:7)
t

En este caso, la regla de Leibnitz produce el siguiente resultado:Ã !Z T

dI (t;T ) = ¡ d f (t;s )ds
tÃ !Z T@

= ¡ f (t;s )ds dt
@ t t (13:8)µ ¶Z T @ f (t;s )

= ¡ dt ds + f (t;t)dt
@ ttZ T

= ¡ df (t;s )ds + f (t;t)dt:
t
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La sustituci¶on de (13.1) en (13.8) y el hecho de que f (t;t) = r conducen atZ ZT T

dI (t;T ) = ¡ ® (t;s )dsdt ¡ ¯ (s ;t)dsdW + r dtt t
t tÃ ! Ã ! (13:9)Z ZT T

= r ¡ ® (t;s )ds dt ¡ ¯ (t;s )ds dW :t t
t t

Si se denotan la tendencia de I (t;T ) mediante Z T

U (t;T ;r ) = r ¡ ® (t;s )dst t
t

y la volatilidad de I (t;T ) por Z T

V (t;T ) = ¡ ¯ (t;s )ds;
t

se sigue que
dI (t;T ) = U (t;T ;r )dt + V (t;T )dW : (13:10)t t

Note ahora que

B (t;T ) = G (I (t;T ) ) con G (I (t;T ) ) = expf I (t;T )g :

En consecuencia, el lema de Itô aplicado a G con respecto al proceso (2;10) conduce aµ ¶
2@ G @ G @ G21dB = U + V dt + V dW t2 2@ I @ I @ I¡ ¢
21= G U + G V dt + G V dW t2¡ ¢

21= B U + V dt + B V dW :t2

Equivalentemente, 2 3Ã !2Z ZT T14 5dB (t;T ) = r ¡ ® (t;s )ds + ¯ (t;s )ds B (t;T )dtt
2t t

(13:11)Ã !Z T

¡ ¯ (t;s )ds B (t;T )dW t
t

El marco te¶orico de HJM, representado por las ecuaciones (13.1) , (13.5) y (13.11) , describe
por completo los comportamientos de la tasa forward instant¶anea, de la tasa corta y del
precio del bono. Es necesario ahora moverse al mundo neutral de riesgo para llevar a cabo
el proceso de valuaci¶on.
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1 3 .4 In v e rsi¶o n d e l p ro c e so ta sa fo rw a rd -p re c io d e l b o n o

A partir de la especi¯caci¶on ex¶ogena de la tasa forward en (13.1) , se obtuvo la din¶amica del
precio del bono cup¶on cero en (13.11) . En esta secci¶on se lleva a cabo el proceso inverso,
es decir, dada la especi¯caci¶on de la din¶amica estoc¶astica del precio de un bono cup¶on
cero, se determina la tasa forward. Esto es posible debido a que la de¯nici¶on del precio
del bono, expresada en (13.2) , es invertible. Si el proceso para B (t;T ) tiene la forma

dB (t;T ) = ¹ (t;T ) B (t;T )dt + º (t;T )B (t;T )dW t

con Ã !2Z ZT T1
¹ (t;T ;r ) = r ¡ ® (t;s )ds + ¯ (t;s )dst t

2t t

y Z T

º (t;T ) = ¡ ¯ (t;s ) d s ; º (t;t) = 0;
t

y si se utiliza el Lema de Itô, en la funci¶on H = ¡ ln B , se tiene queµ ¶
1 1 12 2dH = ¡ ¹ B + B º dt ¡ º B dW t2B 2B B¡ ¢

21= ¡ ¹ + º dt ¡ º dW :t2

Por lo tanto, µ ¶
@ @

df (t;T ) = d ¡ ln B = d(¡ ln B )
@ T @ T¡ ¢@ 21= ¡ ¹ + º dt ¡ º dWT t2@ T

= ® (t;T )dt + ¯ (t;T )dW :t

Esta ecuaci¶on coincide plenamente con (13:1) .

1 3 .5 V a lu a c i¶o n n e u tra l a l rie sg o e n e l m o d e lo H J M

Considere un portafolio con dos bonos con vencimientos diferentes, T y T . El valor del1 2

portafolio, en el tiempo t, con w unidades del bono de vencimiento T y w unidades del1 1 2

bono con vencimiento T est¶a dado por:2

¦ = w B (t;T ) + w B (t;T ): (13:12)t 1 1 2 2

El cambio en el valor del portafolio por °uctuaciones propias del mercado satisface

d¦ = w dB (t;T ) + w dB (t;T )t 1 1 2 2£¡ ¢ ¤
21= w U (t;T ;r ) + V (t;T ) B (t;T )dt + V (t;T ) B (t;T )dW1 1 t 1 1 1 1 t2£¡ ¢ ¤
21+ w U (t;T ;r ) + V (t;T ) B (t;T )dt + V (t;T ) B (t;T )dW2 2 t 2 2 2 2 t2 (13:13)£ ¡ ¢

21= w U (t;T ;r ) + V (t;T ) B (t;T )dt1 1 t 1 12¡ ¢ ¤
21+ w U (t;T ;r ) + V (t;T ) B (t;T )dt2 2 t 2 22

[w V (t;T )B (t;T ) + w V (t;T )B (t;T ) ] dW :1 1 1 2 2 2 t
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Si se escogen w = 1 y1

V (t;T )B (t;T )1 1
w = ¡ ; (13:14)2

V (t;T )B (t;T )2 2

entonces el portafolio se encuentra cubierto contra el riesgo de mercado. Por lo tanto,

µ ¶1 2U (t;T ;r ) + U (t;T ;r )2 t 2 t21 2d¦ = U (t;T ;r ) + U (t;T ;r ) ¡ V (t;T )t 2 t 2 t 12 V (t;T ) (13:15)2

B (t;T )dt:1

Si, por otro lado, existe un mercado de cr¶edito en donde los agentes pueden prestar
y pedir prestado a la tasa spot r , tambi¶en llamada tasa corta o tasa instant¶anea (la tasat

de inter¶es de plazo m¶as peque~no disponible en el mercado) , se sigue queµ ¶
V (t;T )1

d¦ = ¦ r dt = 1 ¡ r B (t;T )dt: (13:16)t t t t 1
V (t;T )2

Despu¶es de igualar (13.15) con (13.16) , se sigue que

1 12 2U (t;T ;r ) + V (t;T ) ¡ r U (t;T ;r ) + V (t;T ) ¡ r1 t 1 1 2 t 2 t2 2= : (13:17)
V (t;T ) V (t;T )2 2

Los cocientes anteriores son independientes de la fecha de vencimiento. Es decir, el
lado izquierdo de la igualdad en (13.17) s¶olo depende de T y el derecho s¶olo depende de1

T . Por lo tanto, se puede escribir2

1 2U (t;T ;r ) + V (t;T ) ¡ rt t2¸ (t;r ) = : (13:18)t
V (t;T )

La funci¶on ¸ (t;r ) es el premio al riesgo asociado al factor de incertidumbre dW . En unt t

mundo neutral al riesgo ¸ (t;r ) ´ 0. En consecuencia, el supuesto de neutralidad al riesgot

en el modelo HJM conduce a:

21U (t;T ;r ) + V (t;T ) = r :t t2

Equivalentemente, Ã !2Z ZT T1
r ¡ ® (t;s )ds + ¯ (t;s )ds = r ;t t

2t t

lo cual implica Ã !2Z ZT T1
® (t;s )ds = ¯ (t;s )ds : (13:19)

2t t
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Despu¶es de derivar la expresi¶on anterior Z T

® (t;T ) = ¯ (t;T ) ¯ (t;s )ds: (13:20)
t

En otras palabras, el retorno de cualquier inversi¶on realizada en un mundo neutral al riesgo
es simplemente r . Por lo tanto, la ecuaci¶on del precio del bono (13.11) , bajo el supuestot

de neutralidad al riesgo, se transforma en Ã !Z T

dB (t;T ) = r B (t;T )dt ¡ ¯ (t;s )ds B (t;T )dWt t
t (13:21)

® (t;T )
= r B (t;T )dt ¡ B (t;T )dW :t t

¯ (t;T )

La componente determinista de la ecuaci¶on anterior implica crecimiento exponencial en el
precio del bono con tendencia igual a la tasa spot.

De la misma manera, la ecuaci¶on diferencial estoc¶astica que gobierna la din¶amica de
la tasa forward instant¶anea, bajo el supuesto de neutralidad al riesgo, toma ahora la forma:Ã !Z T

df (t;T ) = ¯ (t;T ) ¯ (t;s )ds dt + ¯ (t;T )dW : (13:22)t
t

1 3 .6 In v e rsi¶o n d e l p ro c e so ta sa fo rw a rd -p re c io d e l b o n o e n u n m u n -
d o n e u tra l a l rie sg o

Si se considera, ahora el proceso B (t;T ) bajo el supuesto de neutralidad al riesgo en (13:21) ,
se tiene que Ã !Z T

dB (t;T ) = r B (t;T )dt ¡ ¯ (t;s )ds dWt t
(13:23)t

= r B (t;T )dt + º (t;T )dW :t t

El Lema de Itô, en la funci¶on H = ¡ ln B conduce aµ ¶
1 1 12 2dH = ¡ r B + B v dt ¡ v B dW t2B 2B Bµ ¶

1 2= ¡ r + v dt ¡ v dW :t
2

Por lo tanto, µ ¶
@ @

df (t;T ) = d ¡ ln B = d(¡ ln B )
@ T @ Tµ ¶

@ 1 2= ¡ r + v dt ¡ v dWt T t
@ T 2

= ® (t;T )dt + ¯ (t;T )dW :t
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Dado que Z T

® (t;T ) = ¯ (t;T ) ¯ (t;s )ds;
t

se tiene, a partir de (13:1) , que

df = ® (t;T )dt + ¯ (t;T )dW tÃ !Z T

= ¯ (t;T ) ¯ (t;s ) d s d t + ¯ (t;T ) d W :t
t

1 3 .7 E stim a c i¶o n d e la c u rv a d e re n d im ie n to

Se propone para la volatilidad de la tasa forward una forma funcional de la forma ¯ (t;T ) =
¹ ¹¯ (T ¡ t) , de tal manera que ¯ (T ¡ t) es la volatilidad de la tasa forward para cada plazo
T ¡ t. A ¯n de estimar la curva de rendimiento a trav¶es de la metodolog¶³a HJM, se supone
tambi¶en la siguiente forma funcional de la volatilidad de la tasa forward:

¯ (t;T ) = ¾ expf ¡ ¸ (T ¡ t)g : (13:24)

La tasa forward discreta f (t;T ;T ) puede ser relacionada con los precios de los bonos1 2

cup¶on cero mediante
ln B (t;T ) ¡ ln B (t;T )1 2

f (t;T ;T ) = (13:25)1 2
T ¡ T2 1

Si se aplica el lema de Itô a ln[B (t;T ) ] con base en (13:23) , se tiene que· ¸
º (t;T )1

d ln[B (t;T ) ] = r ¡ dt + º (t;T )dW (13:26)1 t 1 t
2

y · ¸
º (t;T )2

d ln[B (t;T ) ] = r ¡ dt + º (t;T )dW : (13:27)2 t 2 t
2

La sustituci¶on de (13:26) y (13:27) en (13:25) implica que

2 2 2 2v (t;T ) ¡ v (t;T ) v (t;T ) ¡ v (t;T )2 1 1 1
df (t;T ;T ) = dt + dW (13:28)1 2 t

2(T ¡ T ) T ¡ T1 1

Si se considera la tendencia y volatilidad ® (t;T ) y ¯ (t;T ) , respectivamente, de la tasa
forward en un mundo neutral al riesgo, se tiene queZ T

® (t;T ) = ¯ (t;T ) ¯ (t;s )ds:
t

Por lo tanto, Ã !Z T

df (t;T ) = ¯ (t;T ) ¯ (t;s )ds dt + ¯ (t;T )dW :t
t
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Equivalentemente, de (13.1) , se tiene que

df (t;T ) = v (t;T )v (t;T )dt ¡ v (t;T )dW : (13:29)T T t

Se considera ahora la tasa corta

tZ
r = f (t;t) = f (0;t) + df (s;t) ;t

0

se tiene de (13:29) que

t tZ Z
r = f (0;t) + v (s ;t) v (s;t)ds + v (s;t)dW : (13:30)t t t s

0 0

La diferencial de (13:30) y el hecho de que º (t;t) = 0, conducen ahora a:

8 9 8 9
t tZ Z< = < =

2dr = f (0;t)dt + [v (s ;t) v (s ;t) + v (s ;t) ] ds dt + [v (s ;t)dW ] dtt t tt t tt s: ; : ;
0 0

+ [v (t;t) ] dW :t t

Observe que la tendencia de la tasa corta, r , es la pendiente de la tasa forward inicial. Elt

segundo y el tercer t¶erminos pueden conducir a que el proceso de r no sea Markovianot

1 3 .8 V e rsi¶o n d isc re ta d e l m o d e lo H J M

A continuaci¶on se considera una versi¶on discreta del modelo HJM. Se examina el proceso
de tasas forward en periodos de longitud ¢t, en lugar del proceso de tasas forward instan-
t¶aneas. Se de¯nen a y b como la tendencia y la desviaci¶on est¶andar, respectivamente,i;j i;j

del proceso discretizado de la tasa forward entre los tiempos j¢t y j¢t + i¢t vista al
tiempo i¢t. Por lo tanto, la versi¶on discreta de (13:1) est¶a dada por:

df (t;j¢t;j¢t + i¢t) = a dt + b dWi;j i;j t

cuando t = i¢t. Dado que

v + v ¢v v ¡ vi;j+ 1 i;j i;j i;j+ 1 i;j
v ¼ y ¼i;j

2 ¢t 2¢t

se tienen
2 2v + v¢v v ¡ vi;j i;j+ 1 i;j i;j+ 1 i;j

a = v = y b = ;i;j i;j i;j
¢t 2¢t ¢t
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donde º es el valor de º (t;T ) ) cuando t = i¢t y T = j¢t. Dado que º = 0, se siguei;j i;i

que 0 12
k kX X1 @ Am = ¢t s : (13:31)i;j i;j

2
j= 1 j= 1

1 3 .9 S im u la c i¶o n M o n te C a rlo d e H J M

El m¶etodo de simulaci¶on Monte Carlo puede utilizarse para estimar el modelo HJM. El
periodo de tiempo sobre el cual la simulaci¶on se lleva a cabo est¶a dividido en n subintervalos
de la misma longitud, ¢t . De esta manera, la versi¶on discreta de (13:1) consiste en

p
f ¡ f = a ¢t + b " t: (13:32)i+ 1 ;j i;j i;j i;j

donde f denota a f (i¢t;j¢t;j¢t+ i¢t) , esto es, f es la tasa forward entre los periodosi;j i;j

j¢t y (j+1)¢t vista al tiempo i¢t. Se supone que la variable aleatoria " tiene distribuci¶on
normal est¶andar. Los valores a pueden calcularse a partir de los valores de b a partiri;j i;j

de (13:31) . Asimismo, al tiempo i¢t, se almacenan los precios de los bonos que se tienen
en el vencimiento j¢t para i+ 1 · j · n . Por otro lado, la ecuaci¶on (13:21) se transforma
en µ ¶p1

B = B + v " ¢t : (13:33)i+ 1 ;j i;j i;j
B i;i+ 1

donde B es el precio al tiempo i¢t de un bono con vencimiento al tiempo j¢t. Coni;j

base en las f¶ormulas (13:31) y (13:32) , el cuadro 2 muestra el ¶arbol no recombinable
de la tasa forward f entre el 31 de diciembre de 2001 y el 30 de junio de 2002 eni;j

per¶³odos quincenales. La curva estimada de rendimiento con CETES de diferentes plazos
entre el 31 de diciembre de 2001 al 30 de junio de 2002, se calcula mediante (13.33) y
R (t;T ) = ¡ ln B (t;T )= (T ¡ t):

0 :0 1 7 4 2

0 :0 1 7 2 4

0 :0 1 7 1 8 0 :0 1 7 5 6

0 :0 1 7 0 8 0 :0 1 7 2 3

0 :0 1 6 7 9 0 :0 1 7 1 8 0 :0 1 7 6 3

0 :0 1 6 7 9 0 :0 1 7 1 4 0 :0 1 7 2 1

0 :0 1 6 4 4 0 :0 1 7 0 4 0 :0 1 7 1 9 0 :0 1 7 7 5

0 :0 1 6 2 4 0 :0 1 6 7 6 0 :0 1 7 1 1 0 :0 1 7 3 1

0 :0 1 6 4 9 0 :0 1 7 0 9 0 :0 1 7 2 1 0 :0 1 7 7 3

0 :0 1 6 5 7 0 :0 1 7 1 5 0 :0 1 7 3 1

0 :0 1 7 1 1 0 :0 1 7 1 9 0 :0 1 7 9 6

0 :0 1 7 1 2 0 :0 1 7 3 1

0 :0 1 7 2 1 0 :1 7 8 9 9

0 :0 1 7 3 8

0 :0 1 7 9 9

¶C u a d ro 1 3 .1 A rb o l n o reco m b in a b le d e la ta sa fo rw a rd f en tre el 3 1 d e d iciem b re d e 2 0 0 1 y el 3 0 d ei;j

ju n io d e 2 0 0 2 en p er¶³o d o s q u in cen a les.
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1 4 . E c u a c i¶o n d e c o m p e n sa c i¶o n d e u n p o rta fo lio c o m b in a d o d e fu -
tu ro s y ° u jo s

En esta secci¶on se presenta la ecuaci¶on de compensaci¶on entre futuros y °ujos de efectivo.
Como antes, vamos a denotar al precio de un contrato a futuro de un bono cup¶on cero
mediante V (r ;t; T ) .t

1 4 .1 E c u a c i¶o n d e c o m p e n sa c i¶o n d e u n p o rta fo lio c o m b in a d o

Para inmunizar el valor presente de un conjunto de °ujos de efectivo, se utilizar¶an cuatro
contratos a futuro con vencimientos T ;T ;T y T , con T < T < T < T . La raz¶on por la1 2 3 4 1 2 3 4

que se eligen ¶unicamente cuatro contratos a futuro con distintos vencimientos se justi¯car¶a
m¶as adelante. As¶³ pues, el precio del contrato a futuro con vencimiento T tiene precioi

V (r ;t; T ) , i = 1;2;3;4, donde r = f (t;t) . Considere una estrategia de cobertura con xi t i t i

unidades de cada contrato a futuro con vencimiento en T con i = 1;2;3;4. Sea u (r;t;©)i

el valor presente de un conjunto de °ujos de efectivo © = f Á ;Á ;:::;Á g ; cada uno de1 2 n

los cuales se presenta en una fecha preestablecida t ;l = 1;2;:::;n : Se desea determinarl

las cantidades x ;x ;x y x de tal manera que los cambios en el valor presente de ©,1 2 3 4

u (r;t;©) , por variaciones en la tasa de inter¶es se compensen con los °ujos generados por
contratos a futuro de distintos vencimientos, es decir, 0 = x V + x V + x V + x V ¡ u :1 1 2 2 3 3 4 4

Por lo tanto,
0 = x dV + x dV + x dV + x dV ¡ du : (14:1)1 1 2 2 3 3 4 4

En este caso, ( )
n ¯X ¯

u (r ;t; ©) = E Á expf R (t;t ; r ) (t ¡ t)g F ; (14:2)¯t l 1 t 1 t

l= 1

donde el °ujo Á se presenta en una fecha preestablecida t , l = 1;2;:::;n . Si Á > 0, sel l l

trata de un activo; en caso contrario es un pasivo. El riesgo por °uctuaciones adversas en la
tasa de inter¶es que enfrentan las tesorer¶³as de corporativos se re°eja en la posibilidad de que
el valor presente de los °ujos, activos y pasivos, que se tienen planeados no se presente en
la magnitud que se esperaba, lo que afecta la programaci¶on de las decisiones de operaci¶on,
inversi¶on y ¯nanciamiento. Este riesgo puede reducirse, si se cubre adecuadamente el valor
presente de los °ujos esperados tomando posiciones en contratos a futuro sobre bonos
cup¶on cero.

Si du < 0, por lo menos un dV es positivo y, rec¶³procamente, si du > 0, por lo menosi

un dV es negativo. Una simple aplicaci¶on del Lema de Itô a V (r ;t; T ); i = 1;2;3;4; y ai i t i

u (r;t; ©) conduce a:
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0 = x dV + x dV + x dV + x dV ¡ du1 1 2 2 3 3 4 4·µ ¶ ¸
2@ V @ V 1 @ V @ V1 1 1 12= x + ® (t;t) + ¯ (t;t) dt + ¯ (t;t) dW1 t2@ t @ r 2 @ r @ rt tt·µ ¶ ¸
2@ V @ V 1 @ V @ V2 2 2 22+ x + ® (t;t) + ¯ (t;t) dt + ¯ (t;t) dW2 t2@ t @ r 2 @ r @ rt tt·µ ¶ ¸
2@ V @ V 1 @ V @ V3 3 3 32+ x + ® (t;t) + ¯ (t;t) dt + ¯ (t;t) dW3 t2@ t @ r 2 @ r @ rt tt·µ ¶ ¸
2@ V @ V 1 @ V @ V4 4 4 42+ x + ® (t;t) + ¯ (t;t) dt + ¯ (t;t) dW4 t2@ t @ r 2 @ r @ rt ttµ ¶

2@ u @ u 1 @ u @ u2¡ + ® (t;t) + ¯ (t;t) dt + ¯ (t;t) dW :t2@ t @ r 2 @ r @ rt tt

Reagrupando t¶erminos en dt y dW , se obtiene que:tµ ¶
@ V @ V @ V @ V @ u1 2 3 4

0 = x + x + x + x ¡ dt1 2 3 4
@ t @ t @ t @ t @ tµ ¶
@ V @ V @ V @ V @ u1 2 3 4

+ x + x + x + x ¡ dr (14:3)1 2 3 4 t
@ r @ r @ r @ r @ rt t t t tµ ¶

2 2 2 2 21 @ V @ V @ V @ V @ u1 2 3 42+ ¯ (t;t) x + x + x + x ¡ dt:1 2 3 42 2 2 2 22 @ r @ r @ r @ r @ rt t t t t

Esta ecuaci¶on es fundamental para generar estrategias de cobertura con contratos a futuro
sobre bonos cup¶on cero, como se ver¶a en las siguientes secciones, pues contiene informaci¶on
sobre el tiempo promedio en que se presentan °ujos de efectivo o se realizan pagos de
contratos a futuro sobre los bonos, as¶³ como informaci¶on de la dispersi¶on de dichos tiempos
con respecto al tiempo promedio.
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1 5 . In m u n iz a c i¶o n p o r d u ra c i¶o n y c o n v e x id a d

En esta secci¶on se presenta un procedimiento para inmunizar el valor presente de un
conjunto de °ujos ¯nancieros con contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero. El modelo
emplea los conceptos de duraci¶on y convexidad ¶utiles en la medici¶on y el control del riesgo
por desplazamientos paralelos y moderados en la tasa de inter¶es. A partir de puntos del
mercado de CETES, se generan curvas de rendimiento con el modelo de Heath, Jarrow y
Morton (1992) . A continuaci¶on se desarrolla un m¶etodo de cobertura del valor presente
de un conjunto de °ujos de efectivo. Dado que dt y dr , son variables independientes, det

la secci¶on anterior se sigue que8
@ V @ V @ V @ V @ u1 2 3 4>> x + x + x + x = ;1 2 3 4>> @ t @ t @ t @ t @ t>>< @ V @ V @ V @ V @ u1 2 3 4

x + x + x + x = ;1 2 3 4 (15:1)
@ r @ r @ r @ r @ r> t t t t t>> 2 2 2 2 2>> @ V @ V @ V @ V @ u1 2 3 4>: x + x + x + x = ;1 2 3 42 2 2 2 2@ r @ r @ r @ r @ rt t t t t

El sistema (15:1) puede reescribirse como:8
@ V 1 @ V 1 @ V 1 @ V 1 @ V 11 2 3 4>> w + w + w + w = ;1 2 3 4>> @ t V @ t V @ t V @ t V @ t u1 2 3 4>> µ ¶ µ ¶ µ ¶ µ ¶>> @ V 1 @ V 1 @ V 1 @ V 1> 1 2 3 4>> w ¡ + w ¡ + w ¡ + w ¡1 2 3 4>> @ r V @ r V @ r V @ r Vt 1 t 2 t 3 t 4>> µ ¶>< @ u 1

= ¡ (15:2)
@ r u> t>> µ ¶ µ ¶ µ ¶ µ ¶> 2 2 2 2> @ V 1 @ V 1 @ V 1 @ V 1> 1 2 3 3> w + w + w + w> 1 2 3 42 2 2 2>> @ r V @ r V @ r V @ r V1 2 3 3t t t t> 3>> 2>> @ u 1>: = ;2@ r ut

donde w = x V = u , i = 1;2;3. Note que w + w + w + w = 1 . Ahora bien, la duraci¶oni i i 1 2 3 4

y convexidad del contrato a futuro sobre el bono i est¶an dadas, respectivamente, por

2@ V 1 @ V 1i i
D = ¡ y C = :i i 2@ r V @ r Vt i it

Si adem¶as se de¯ne la sensibilidad relativa del precio del contrato a futuro sobre el bono
con respecto del tiempo mediante

@ V 1i
A = ;i

@ t Vt i

entonces el sistema (15:2) en las inc¶ognitas w ;w ;w y w es equivalente a:1 2 3 48
w + w + w + w = 1;> 1 2 3 4>>>< w A + w A + w A + w A = A ;1 1 2 2 3 3 4 4 u

(15:3)> w D + w D + w D + w D = D ;> 1 1 2 2 3 3 4 4 u>>:
w C + w C + w C + w C = C :1 1 2 2 3 3 4 4 u
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En todo lo que sigue, se supondr¶a que el determinante asociado al sistema (15:3) es distinto
de cero a ¯n de garantizar soluciones no triviales. Los valores x ;x ;x y x que se1 2 3 4

determinan a trav¶es de w ;w ;w y w de¯nen una estrategia de cobertura. Como puede1 2 3 4

observarse, la inmunizaci¶on por duraci¶on y convexidad es fundamentalmente un m¶etodo
local dise~nado para cubrir cambios en el valor presente debido a desplazamientos, peque~nos
y moderados, en la tasa de inter¶es. Por esta raz¶on, las estrategias de inmunizaci¶on requieren
de actualizaciones peri¶odicas o rebalanceo a ¯n de proteger e¯cazmente no s¶olo contra
peque~nos desplazamientos en tasas, sino tambi¶en contra cambios moderados y extremos.
Si una estrategia no es rebalanceada atendiendo al comportamiento y a las expectativas
del mercado, la protecci¶on se deteriora progresivamente.
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1 6 . M e d ic i¶o n d e l v a lo r e n rie sg o

Una vez que se han determinado las soluciones locales del problema de inmunizaci¶on,
las estrategias de cobertura se eval¶uan en t¶erminos globales, es decir, en t¶erminos de las
variaciones de mercado de la tasa de inter¶es en el escenario del ¶ultimo a~no. A partir de un
registro hist¶orico de la estructura de plazos de la tasa de inter¶es de CETES, se genera la
distribuci¶on del valor presente de un conjunto de °ujos ¯nancieros con y sin cobertura.

1 6 .1 D istr ib u c i¶o n g lo b a l d e l v a lo r p r e se n te d e u n c o n ju n to d e ° u jo s e sp e r a d o s

En esta secci¶on se obtienen las distribuciones emp¶³ricas de un conjunto de °ujos ¯nancieros
con y sin inmunizaci¶on, y se comparan los efectos en la varianza y en el valor en riesgo
a niveles predeterminados de probabilidad. En primer lugar, se llevar¶a a cabo un an¶ali-
sis estad¶³stico del comportamiento hist¶orico de la curva de rendimiento a ¯n de obtener
la distribuci¶on del valor presente de un conjunto dado de °ujos ¯nancieros. Considere,
como antes, un conjunto de °ujos esperados, tanto de pasivos como de activos, © =
f Á ;Á ;:::;Á g en fechas preestablecidas t , l = 1;2;:::;n . Suponga que se cuenta con1 2 n l

una muestra © de curvas de rendimiento generadas con la metodolog¶³a de Heath, Jarrow
y Morton. El valor presente de los °ujos ¯nancieros, © con la tasa de la j -¶esima curva de
rendimiento se denotar¶a por u (©) , j = 1;2;:::;m . Si © es pensado como un conjuntoj

de posibles escenarios (estados de la naturaleza) , entonces f u (©) ;:::;u (©);:::;u (©)g1 j m

puede verse como una muestra proveniente de la distribuci¶on del valor presente de ©, de-
notado por u (©) . La distribuci¶on emp¶³rica de u (©) se de¯ne para cualquier x 2 (¡ 1 ;1 )
como: 8

0; si x < u (©) ;(1 )>><
k

G (x ) = (16:1); si u (©) · x < u (©) (k = 1;2;:::;l;:::;m ¡ 1) ;m (k ) (k + 1 )> m>:
1; si x ¸ u (©);(m )

donde
u (©) ;:::;u (©) ;:::;u (©)(1 ) (j) (m )

son las estad¶³sticas de orden de la muestra

f u (©);:::;u (©) ;:::;u (©)g ;1 2 m

i.e., los valores muestrales ordenados en forma creciente. El percentil (o cuantil de orden
p ) de u (©) , denotado por x , se de¯ne mediante:p

p · G (x ) · p + IP f u (©) = x g : (16:2)m p G p

La distribuci¶on emp¶³rica permite calcular la probabilidad de que el valor presente de nue-
stros °ujos tome valores menores que un cierto percentil, lo cual es ¶util para estable-
cer regiones de riesgo con cierto nivel de con¯anza. Es decir, dentro del contexto de la
metodolog¶³a del valor en riesgo y construyendo una distribuci¶on emp¶³rica, podemos cal-
cular el valor en riesgo de nuestro portafolio (°ujos de activos y pasivos) para variaciones
diarias de las tasas, con un cierto nivel de con¯anza
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1 6 .2 D istr ib u c i¶o n g lo b a l d e l v a lo r p r e se n te d e u n c o n ju n to d e ° u jo s e sp e r a d o s
c u b ie r to s c o n b o n o s c u p ¶o n c e r o

Una vez que hemos calculado el n¶umero de bonos para cada vencimiento, como soluciones
locales, se determina la distribuci¶on del valor presente de un conjunto de °ujos esperados
incorporando bonos cup¶on cero; a ¯n de evaluar las soluciones globalmente y cuanti¯car el
riesgo de este portafolio ampliado con la incorporaci¶on de bonos. Considere un conjunto
de °ujos ¯nancieros, © = f Á ;Á ;:::;Á g en fechas preestablecidas t ;t ;:::;t ;:::;t .1 2 n 1 2 l n

Suponga, adem¶as, que se cuenta con una muestra de curvas de rendimiento. Entonces, el
valor presente de los °ujos ¯nancieros incluyendo los bonos que inmunizan dichos °ujos
con la estructura de plazos asociada al j -¶esimo elemento de la muestra, con fechas de
vencimiento T ;T ;T y T , respectivamente, se denota por u (©;V ) . En este caso, la1 2 3 4 j

distribuci¶on emp¶³rica de u (©;V ) se de¯ne para cualquier z 2 (¡ 1 ;1 ) como:8
0; si z < u (©;V ) ;(1 )>><
k

H (z ) = (16:3); si u (©;V ) · z < u (©;V ) (k = 1;2;:::;l;:::;n ¡ 1) ;m (k ) (k + 1 )> n>:
1; si z ¸ u (©;V ) ;(n )

donde
u (©;V );:::;u (©;V ) ;:::;u (©;V )(1 ) (j) (n )

son las estad¶³sticas de orden de la muestra

f u (©;V );:::;u (©;V );:::;u (©;V )g ;1 2 n

i.e., son los valores muestrales ordenados en forma creciente. El percentil (o cuantil de
orden p ) de u (©;V ) , denotado por z , se de¯ne mediante:p

p · H (z ) · p + IP f u (©;V ) = z g : (16:4)m p H p
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1 7 . Ilu stra c i¶o n d e l m ¶e to d o d e c o b e rtu ra p ro p u e sto

Uno de los m¶etodos m¶as utilizados en la medici¶on de riesgos de mercado es el de valor
en riesgo (VeR) (Jorion, 1999) . En la metodolog¶³a propuesta se genera la distribuci¶on de
p¶erdidas potenciales. Esta distribuci¶on se utiliza para estimar intervalos de con¯anza de
posibles p¶erdidas con cierto grado de con¯anza estad¶³stica y en un plazo determinado. En
esta secci¶on, estamos interesados en analizar p¶erdidas potenciales en el valor presente de
un conjunto de °ujos de efectivo, a trav¶es de un registro hist¶orico de curvas de rendimiento.

A continuaci¶on se ilustra el m¶etodo propuesto de inmunizaci¶on global para un conjunto
de °ujos de efectivo. Los ob jetivos espec¶³¯cos de este ejercicio son: 1) medir el riesgo a
partir de m¶etodos locales (para cambios peque~nos en tasas de inter¶es) ; 2) analizar c¶omo
cambios adversos en la tasa de inter¶es afectan el valor presente de los °ujos; 3) presentar
varias estrategias con contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero que inmunizan los riesgos
de un conjunto de °ujos; y 4) evaluar las distintas estrategias con el ¯n de seleccionar la
m¶as adecuada para cubrir los °ujos de efectivo.

En el siguiente ejercicio, a partir de un registro hist¶orico de la estructura de plazos
CETES, se genera la distribuci¶on del valor presente de los °ujos ¯nancieros. Posterior-
mente, con referencia a la curva de rendimientos m¶as reciente se determinan la duraci¶on
y convexidad monetaria del valor presente de dichos °ujos y se calculan las cantidades de
contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero que lo inmunizan. Estas cantidades, junto con
los precios de los contratos a futuro, se utilizan para generar la distribuci¶on conjunta de
los °ujos ¯nancieros y de los °ujos propios de los contratos a futuro sobre bonos.

Asimismo, se comparan las varianzas de las distribuciones emp¶³ricas de los °ujos
¯nancieros con y sin contratos a futuro, con el ¯n de analizar el efecto que en t¶erminos
de reducci¶on de riesgos tiene la incorporaci¶on de contratos a futuro en nuestro portafolio
de activos y pasivos. En la Tabla 1 se presenta un conjunto de °ujos ¯nancieros dados,
as¶³ como las fechas de vencimiento de los contratos a futuro. La muestra de curvas de
rendimiento que se consider¶o es del 31 de diciembre de 2001 al 30 de junio de 2002.
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Fechas de Montos de Vencimientos
°ujos °ujos de los contratos

1 Futuro = 1 lote
de 10,000 CETES

31-Dic-01 910,000 10-Dic-01 An¶alisis hist¶orico

! x = ¡ 5:901

31-Ene-02 -950,000 10-Ene-02 c/futuros s/futuros

x = 6:242

31-Mar-02 1,000,000 10-Mar-02 ¹ 19,567.17 -9,222.72

x = ¡ 6:053

30-Jun-02 -930,000 10-Jun-02 ¾ 389.11 27,112.2

x = 8:114

20-Dic-01 An¶alisis hist¶orico

! x = ¡ 10:021

20-Feb-02 c/futuros s/futuros

x = 6:242

20-Mar-02 ¹ 18,452.89 -9,444.62

x = ¡ 6:553

20-Jun-02 ¾ 5,117.80 28,279.4

x = 2:174

29-Dic-01 An¶alisis hist¶orico

! x = ¡ 15:521

29-Ene-02 c/futuros s/futuros

x = 16:292

29-Feb-02 ¹ 21,025.67 -9,444.62

x = ¡ 9:753

29-Jun-02 ¾ 9,101 .41 28,279.4

x = 8:274

C u a d ro 1 7 .1 F lu jo s d e efectiv o , v en cim ien to s d e b o n o s y estra teg ia s d e co b ertu ra

Como puede observarse, en la Tabla 1, las fechas preestablecidas de los °ujos de efectivo
no coinciden con las fechas de vencimiento de los contratos a futuro de CETES. Despu¶es
de igualar la duraci¶on monetaria y la convexidad monetaria de cuatro contratos a futuro
con diferentes vencimientos con la duraci¶on monetaria y la convexidad monetaria de los
°ujos ¯nancieros, se obtienen las cantidades de contratos que inmunizan los °ujos. La
Tabla 17.1 muestra los resultados del m¶etodo hist¶orico.

Observe que para la estrategia con fechas de vencimiento T = 10¡ Dic¡ 01, T =1 2

10¡ Ene¡ 02, T = 10¡ Mar¡ 02 y T = 10¡ jun¡ 02 se tiene una reducci¶on en la varianza3 4

al incluir bonos. Lo mismo sucede para las fechas de vencimiento T = 20¡ Dic¡ 01,1

T = 20¡ Feb¡ 02, T = 20¡ Mar¡ 01 y T = 20¡ jun¡ 02, as¶³ como para T = 29¡ Dic¡ 01,2 3 4 1

T = 29¡ Ene¡ 02, T = 29¡ Feb¡ 01 y T = 29¡ jun¡ 02. Sin embargo, para fechas de2 3 4

vencimiento lejanas a las de los °ujos, la varianza de estos incluyendo contratos a futuro
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aumenta. Observe, de igual manera, que la series de varianza m¶³nima en el valor presente de
los °ujos est¶a dado por el primer caso, en donde la reducci¶on de la varianza es importante.

Despu¶es de generar la distribuci¶on del valor presente de un conjunto de °ujos esperados
incorporando contratos a futuro, con el ob jetivo de determinar las soluciones globales, se
tiene la siguiente tabla resumen del valor en riesgo (VeR) por variaciones de mercado:

V a ria cio n es d e m erca d o V a ria cio n es d e m erca d o

(c/ fu tu ro s) s/ fu tu ro s

¹ 18,345.31 ¹ 25,5987.78

¾ 498.36 ¾ 18,785.23

Percentil VP Cambio respecto VP Cambio respecto

a la base a la base

M¶aximo 20,934.65 3,564.72 99,569.57 98,152.91

0.995 20,474.68 2,153.27 93,741 .11 81,674.95

0.990 19,793.72 1,343.55 84,423.88 78,193.55

0.950 19,576.92 887.38 56,477.45 39,179.59

0.900 19,445.35 567.99 41,123.45 22,103.26

0.800 19,219.85 256.88 32,675.34 14,745.66

0.700 19,378.21 193.71 27,664.72 11 ,359.97

0.600 19,251.76 141 .92 26,293.75 6,987.29

0.500 19,183.98 97.22 24,648.33 5,357.89

0.400 19,128.52 -17.89 22,032.51 2,718.75

0.300 19,112.67 -65.89 17,772.74 -852.72

0.200 19,054.25 -188.73 13,872.42 -6,134.35

0.100 18,762.25 -395.22 8,558.37 -11 ,191.46

0.050 18,232.15 -769.59 1,975.21 -15,445.71

0.010 18,032.16 -1 ,398.21 -11,448.66 -30,728.52

0.005 17,868.44 -1 ,251.82 -23,826.99 -44,725.17

M¶³nimo 15,459.78 -3,548.72 -76,993.41 -932,932.46

C u a d ro 1 7 .3 C u a d ro resu m en d e va ria cio n es d e m erca d o .

Por ejemplo, con un valor en riesgo del 0.5% (¶ultimo valor en el cuadro 3) hay una reducci¶on
de 1,251 .82 en el valor presente respecto a la base del m¶etodo hist¶orico y una reducci¶on de
44,725.17 en el valor presente respecto a la base con variaciones de mercado.
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1 8 . C o n c lu sio n e s
Se ha desarrollado un modelo de inmunizaci¶on del valor presente de un conjunto de °u-
jos ¯nancieros, activos y/o pasivos, contra el riesgo de tasa de inter¶es mediante el uso de
contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero. El modelo representa una herramienta indis-
pensable para que las tesorer¶³as de corporativos, inversionistas institucionales y fondos de
pensiones administren el riesgo de tasa de inter¶es oportuna y adecuadamente. Dado que
un contrato a futuro sobre un bono cup¶on cero es un derivado de la tasa corta, varias
metodolog¶³as de valuaci¶on de bonos basadas en la din¶amica de la tasa corta o la tasa
forward instant¶anea fueron discutidas y extendidas. Las estrategias de cobertura que se
derivan del modelo propuesto conducen a una reducci¶on signi¯cativa del riesgo de mercado.

A partir de un registro hist¶orico de las estructuras de plazos de la tasa de inter¶es de
CETES, generadas con el modelo de Heath, Jarrow y Morton, se obtuvieron las distribu-
ciones emp¶³ricas del valor presente de un conjunto de °ujos ¯nancieros dado, con y sin
inmunizaci¶on mediante contratos a futuro de bonos cup¶on cero. El ob jetivo fue comparar
los efectos en la varianza del valor presente de dichos °ujos antes y despu¶es de la cobertura.
Los conceptos de duraci¶on y convexidad monetaria desempe~naron un papel importante en
el desarrollo del modelo en cuanto a la medici¶on y control del riesgo en tasas de inter¶es.
La robustez de las estrategias obtenidas se eval¶ua con la metodolog¶³a de valor en riesgo.
Por ¶ultimo, a trav¶es de una ilustraci¶on sencilla, el modelo desarrollado fue aplicado para
cubrir el valor presente de un conjunto de °ujos ¯nancieros.

Bajo la especi¯caci¶on de ciertas condiciones de regularidad, siempre es posible encon-
trar una serie de contratos a futuro sobre bonos cup¶on cero que inmunicen el valor presente
de un conjunto de °ujos ¯nancieros. Este problema se puede resolver con programaci¶on
entera en donde se tiene un conjunto de puntos factibles sin restricci¶on en el signo y se
desea encontrar aqu¶el que minimice la varianza. En este sentido, se requiere m¶as investi-
gaci¶on con m¶etodos de programaci¶on matem¶atica. Asimismo, es importante extender el
conjunto factible con otros instrumentos de cobertura, por ejemplo, opciones.
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